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数学分析是大学数学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习题集》是一本国际知名的著作， 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出版社翻译出版了新版的吉米多维奇《数学 
分析习题集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习题集 
在原版的基础上增加了部分新题，共计有五千道习题，数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主题。部分习题难度较大，初学 
者不易解答。为了给广大高校师生提供学习参考，应安徽人民出 
版社的同志邀请，我们为新版的习题集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习数学，做练习题是一个很重要的环节。通过 
做练习题，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力，综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问题一定要认真思考，努力找出自 
己的解答，不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一、二、三、四及八章习题的解答，许宁编写 
了第六、七章习题的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的题解，在许多方面得到了启发， 
谨对原书的作者表示感谢，在此•不再一一列出。 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，畅销不衰。此次再版，我们纠正了前一版中存在的个别错误， 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限•错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正。 
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• 函数的极限连续性 第六章多变量函数的微分运算 


第六章 


多变量函数的微分运算 


§1. 函数的极限连续性 

1. 函数的极限设函数 /( p ) = /( a ， j ： 2 , …， A ) 在具有聚 
点 P 。 的集 E 上有定义.若对于任意£>0,存在$ =扒£，户。）>0, 
使得只要 pe £及 

两点之间的距离），就有丨 /( P)—A |< e ， 则称 

lim f(P) = A. 


2. 连续性若 

lim f(P ) = 
P-Po 


/( Po )， 


则称闲数 /( p ) 在 p 。 点是连续的.若它在该域的每一个点都是连 
续的，则函数 /( P ) 在此域内是连续的. 

3. 一致连续性若对于每一个 e > 0存在仅与 e 的3 > 0，使 
得对于域 G 中的任意点 ?\ P \ 只要是 P ( PW 0 就成立不 
等式 

I /(〆 ） -/(〆 ） |<e, 

则称函数 /( P ) 在 G 域内是一致连续的. 

在有界闭域内连续的函数在这个域内是一致连续的. 

确定并作出下列函数的存在域 (3136 〜 3150). 


【3136】 


+ /y. 


解由 W = 1 +斤知 :V >0时式子有意义，于是定义域为 
{ I — oo < J ： <+00,3； > 0} ，即上半平面，如3136题图 • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 



3136题图 

【 3137】 m = %/1 — x 2 + V y 2 — I. 

解由 w = v / r ^+ v / T ^ r , 

知当1 一 I 2 彡0且： y 2 - l >0 时，即 UI <1, |：y 时函数有 
意义，于是定义域为 \ y \^ D ， 


如3137题图的阴影部分. 



3137题图 3138题图 

【 3138】 w = y/1—jr 2 — y 2 . 

解 由“ = v / i - p-y 知，当时,此式有意义, 
于是定义域为彳 （ x ，： y ) | x 2 + y 2 <1丨，如3138题图的阴影部分. 


【 3139 】 


卜 y*r 2 +y 3 


解由 w = ---— 9 —知，此式有意义的范围是 p + y 

VJT +， 一 1 




• 函数的极限连续性第六章多变量函数的微分运算 


> 1，于是定义域为 {(* r ，： y ) 丨 P+y >1}，如3139题图的阴影 
部分. 





3139题图 


3140题图 


[3140] w 


(^ 2 + y — 1)(4— I 2 —y )• 


解由题意有，定义域为 {( x ，30 丨 l <« r 2 +y <4}，如 
3140题图的阴影部分所示. 


【 3141】 w 


2n 2 — 


由题意，存在域 < Cr ，： y ) I a +r < 2 x }, 


((D)i(' r_ 音 ) 2+y >(+n 

门 { Cr ，： y ) 丨 Cr _ l) 2 +y <1}， 
如 3141 题图的阴影部分所示. 




吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


【 3142 】 u = vl — (a 2 + ： y) 2 . 

解由题意，定义域为 <( x ,： y ) 卜1 1}，图形如 

3142题图的阴影部分所示. 



3142题图 3143题图 

【 3143】 w = In (― x — y). 

解由题意，定义域为 {( x ，： y ) 丨 x + jyCO }， 图形如3143题 
阁的阴影部分所示. 

【 3144】 w = arcsin 

j: 

解定义域为 j (* r ^)| 卜图形如3144题图的阴影 

部分所示. 



3144题图 
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【3145】 u = arccos —,— • 


解 


u = arccos — : —, 

i+：y 

知 <1， 

x+y 

^ (y ^ 0 f V ^ 0 

解之有 | \ 。或 f 。，且 x ，： y 不能同时为零，所以定义 

2x [y^— 2x 

域为{(了，>0 I >^0，} 不能同时为零} U {( x , y ) \ y 

< Oo <— 2 m ，： y 不能同时为零 } 

图形如3145题图的阴影部分所示. 


計 2 r =0 



3145题图 

【3146 】 w = arcsin 今 + arcsin (1 — y ). 

解定义域为 

| ( 工，乏 < 1， I l—y 1< 1*3^ ^ o| 

= { ( x , y ) I y 2 ^ x ,0< jy <2} 

门{(^^) I y x ,0<^<2}, 

— 5 — 





米多维奇数学分析习题全解(五） 

图形如3146题图的阴影部分所示. 



3146题图 


【 3147】 w = /sin (x 2 -by). 

解定义域为 

{( ，，《 y) I 2 々丌 ^ X 2 ^ (2 々 + 1) 丌，々 = 0 ， l ， 2r "}， 

图形如3147题阁的阴影部分所示. 



3147题图 


3148题图 


【 3148 】 u — arccos z -- . 

解定义域为 

{ (: ， : y ， z) y j2 2 + y < 1 ， J 2 +y 叫 

= {(x 9 y,z) I :r 2 +y — z 2 >0 ， x 2 +y 关 0 }， 
图形如 3148 题图的阴影部分所示. 



1. 函数的极限连续性 I 第六章多变量函数的微分运算 

【3149】 u = \n ( xyz ). 

解定义域为 { Cr ，： y ， z ) I ^>0>, 

即 1>0,5>0,2：>0;或 《 r >0， < y <0，：2：<0;* j '<0， t y <0, 
之>0;或1<0，^>0,2<0其图形为空间第一、第三、第六及第 
八卦限的总体，但不包括坐标面，图形大家熟知，省略. 

【3150】“ = In (― 1 — x 2 — y + ). 

解存在域 { Cr ，： y , z ) I —* r 2 — /+ 2 2 > 1}，这是双叶双曲 
面/ - hy 2 - z 2 =-1 的内部，如3150题图阴影部分所示，不包括 
界面在内. 


1 - 



3150题图 

作出下列函数的等位线 (3151 〜 3165). 

【3151 】 z = x -\- y . 

解等位线为平行直线族 i + jy = 6 R ， 图形如3151题 

图所示. 




吉米多维奇数学分析习题全解(五） 



3151题图 

【3152】 z = x 2 + y . 

解等位线为曲线族，/+/ = a 2 Q >0)， 

当 a = 0时为原点，当 a >0时，为以原点为圆心的同心_族. 
【3153 】 Z = x 2 - y . 

解等位线为曲线族/ h 当々= 0时为两条互相垂 

直的直线 ， y = x，：y =— x ， 当々关0时，以 j =士了为公共渐近线 

的等边双曲线族，其中々>0时顶点为(一#，0)，(及，0),当々<0 

时顶点为(0, _ V — 々 ） ， （ 0，%/—々)• 

【3154】 2 = (x + y) 2 . 

解等位线为曲线族 ( I +： y ) 2 = W w > 0，当 “ = 0 fM •，为直 
线 1 + 7 = 0, 当 a 关 0 时与直线 i + j = 0 平行的且等距的直线 

x + j =± a . 

【3155】 z = 2. 

x 

解等位线是以坐标原点为束心的直线束 ，: y = ^ r ， i 关0不 
包括 Qy 轴在内. 

【3156 】 Z = ^2 ~ Yy ^. 

解等位线为椭圆族 a * 2 +2/ = a 2 (a >0)， 

长半轴为…短半轴为 f ，焦点为及 




1. 函数的极限 连续性第六章多变量函数的微分运算 


【3157 】 z = v xy. 

解 等位线为曲线族^ 4 > 0. 

当 “ = 0时，为坐标轴1 = 0及 ：y = 0, 当 “>0时，为以两坐 
标轴为公共渐近线且位于第一、第三象限内的等边双曲线族，顶 
点为(一 “， — a ) 及 (a，a). 

【3158】 z = \ x \ + y. 

解 等位线为曲线族 l*r | + ：y = h 其中 ( — c^+oo)， 
当时 ，： r + ：y = A， 当 :r<0 时， y:r = 々，这是顶点在 Qy 轴 
上两支互相垂直的射线所构成的折线族，如 3158 题图所示. 



3158题图 

【3159】 z = |x|+|^|-U + 3^l. 

解等位线为曲线族丨 I l + l ： vl _ l>r + ：y l = a ，因为 |«r + 
y 1<1 x \ + \ y \ ，于是当“ = 0 时 ， I x l+l y 1 = 1 x+y \, 
两边平方有 ^ >0,即为第一、第三象限•包括两坐标轴在内，当 a 
〉0时，巧 < 0,从而有 

1° x > 0 , y < 0 jx + y ^ 0 , I :r | + | j | — | x + ：y | = “，解 
之有 : y =—-|? 

2° • r >0， > y <0 ，:r + > y <0，|: r | + | < y | — !1 + 7 丨=“，解 

之有 

3° x<0,y>0^ + y^0. \ j: | + | ^ |-| 了 + jy | = “ ，解 

— 9 — 





吉米多维 奇数学 分析习 题全解 (五 )i _ 

之有 

4° x < 0 9 y > 0 9 x ^ y ^ 0 , U | + | ：y 卜| x + ^ | = “ ，解 
之有 y = Y ' 

这是顶点位于直线 i+j = o 上的两支互相垂直的折线族，它 
的各折线平行于坐标轴，如3159题图所示. 



3159题图 

【3159. 1】 2 : = min (x 9 y). 

解 设 m\n(x,y) = k^k 6 (―°°» +°°) 

则1°若3^> I ，有 *r =々，等位线是平行射线族，顶点在3^ = I 轴 
上，但含 : v = I 直线上点，如 3159. 1题图 （1) 



10 


3159. 1 题图 （1) 




• 函数的极限连续性 I 第六章多变量函数微分运 

2°若^ <心有^ =々，等位线是平行射线族，顶点在: y = 1 
轴 t， 但不含: y = o' 直线，如3159题图 (2). 



3159.1 题图 （2) 

【 3159. 2 】 2 ： = max (I x |，| ,y | ). 

解 1° 当 M>l：y 丨 时,等位线 l：y 丨=々,々>0，如3159. 
2 题图 （1) 所示. 



3159.2 题图 <1> 

这是一族平行的射线族，平行于 I 轴，顶点在 ：y = I 和 : y = 
一 直线上. 

2° 当 I ：y 了 I 时，等位线为 I x | = 々， /r>0, 如 3159.2 
题图 (2) 所示. 



3159. 2题图 （2) 

这是一族平行的射线族，平行于: y 轴，顶点在 y = X和 y = 
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吉米多維奇数学分析习题全解(五) _ 

一 I 直线上. 

【3159. 3 】 z = min ( x 2 9 y ). 

解 1°当 * r 2 <： y 时，有: r 2 =々，々 > 0,如 3159.3 题图 （1) 

所示 



3159.3 题图 （1) 

等位线是一族平行于: V 轴的射线，顶点在抛物线 J P 上. 
2° 当 * r 2 彡 : y 时，有 : y = 6 (— 00 ,+ 00 )，如 3159. 3题 

图 (2) 所示，等位线是一族平行于 x 轴的射线，顶点在抛物线^ = 
x 2 上半曲线上和一族平行于 I 轴的直线，直线位于下半平面. 



3159. 3题图（2> 

【3160】 2 ： = . 

解等位线为曲线族 

= 々， （工， 7 不同时为 零）， 
其中 k # Q，k 6 (— 00 , + 00 )，上式可写为 

(x-|)'+y = (j) 2 ,(^o). 
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• 函数的极限连续性 I 第六章多变量函数的微分运算 

当々= 0时，即 e * = 1，从而等位线为1 = 0,但不包 
括原点. 

当々关0时，为中心在 Qr 轴上且经过坐标原点(但不包括原 
点在内）的圆束，圆心在半径为士，如3160题图所示. 



3160题图 

【3161】 z = ( x > 0 ). 

解等位线为曲线族 x ^ = k a > 0). 

当々=1时，为直线= 1及 Qr 轴的正向半射线，但不包括原 
点在内. 

当 0< A <1 与々>1时的图象如3161题图所示. 



3161题图 

【3162】 z = ( x >0). 

解等位线为曲线族= a ( a >0). 


— 13 — 








吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

T 是 y\nr — j * = lna ，当“ = e 1 时，为直线= 1和曲线 

_ jr — 1 

— \nr . 

当0<“<丄，丄<“<1或 B 寸，图象布满整个右半平 

e e 

面，如3162题图所示，不包括 C ^ y 轴. 



3162题图 


[3163] 




解等位线为曲线族 

于是有 - 2 a (\+ k 2 ) x +(\- k 2 ) a 2 + (\- k 2 )y =0. 
当々=1时，有 . r ==0, 即为 Qy 轴，当 々关 1时•上述方程可变 

形为 




a(l+ 々 -’ ） 1 ? 丄 2 / 2ak \ : 

+乂 = ( r =^) ， 


2 ak 


\- k 2 


的圆族，当 0<々 


它是以点(^ 1 ^ 1 1 ^.0)为圆心，半径为 

< 1 时，圆分布在右半平面•当々> 1 时，圆分布在右半平面. 
又圆心与原点距离的平方为 

a ( l + k 2 ) l 2 _ a 2 [( l -^) 2 + 4^ 2 ] 

— ( 1 - k 2 ) 2 


1-々 2 」 


«2 


2ak 


1 - 



1. 函数的极限连续性 I 第六章多变量函数的微分运算 

即等位线圆族与圆 y +y = a 2 在交点处的半径互相垂直(或圆 
心距与两圆的半径构成直角三角形），于是等位线圖族与圆/ + 
y = a 1 成正交，如3163题图所示. 



【3164】 


arctan 


3163题图 

2 ay 

+y — a : 


(a >0) 


解等位线为曲线族 


lay 


k,k e ( 


)• 


x 2 +y — “ 2 

但除去点(土心0)，当々= 0时 ，:V = 0为 O 轴，但不包含 
(士… 0) 两点，当々尹0时，方程可写为 a * 2 + = 


^ 2 (1+士)，这是圆心在(^轴上且经过点(一〜0) 及(心 0)， 但不 
包括这两点在内的圆族，如3164题图所示. 



3164题图 
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米多维奇数学分析习题全解(五) 


【3165】 z = sgn(sina*sin y). 

解 若 2 = 0，则 sirrr - sin )， = 0，即直线族 x = m 7 r 和 y = 
rm ， nu?i 乏 7^ 

若 z =— 1 •或 2 : = 1 ，则 sinrsinj < 0 或 siixrsin)， 〉0, 也就是 

m-K < I < ("i 十 1 )7T ，， Z7T <}<(” + 1)71 ， 

其中 z = ( - 1) 气 e z ， 

即为正方形族，如3165题图所示 ， z = 0 时为图中网格直线，1 
为图中带斜线的止方形，^ =_ 1为图中空白正方形，但后两者都 
不包括号边界. 



3165 题图 

求下列函数的等位面 (3166 〜 3170). 

【 3166 】 u = x y -\- z. 

解 等位面为平行平面族 

x + y -\~ z = k^k 6 (― °°，+ 

【 3167】 w = j-’ +jy 2 +2 2 . 

解 等位面为中心在原点的同心球族 

X 2 + y 2 z 1 — a 1 % (a ^ 0 ). 

当= 0时，即为原点. 

【 3168】 w = 十 jy 2 — z 2 . 

解 当 w = 0时，等位面为圆锥/ + ： y 2 _ = 0,当 w > 0 

时，等位面为单叶双曲面族 X 2 +y _ d = 〆 （“ > 0) •当~ < 0 
时等位面为双叶双曲面族 

— X' — y 2 + 2 T 2 = a 2 , （ “ 〉 0). 
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• 函数的极限连续性第六章多变量函数的微分运算 


【 3169】 w = (1 + 5)2 +， 

解等位面为曲面族 

(x + ^) 2 +z 2 =a 2 9 (a^0). 

当“ = 0时 ，为* r + ：y = 0和; r = 0,当 u 〉0时作坐标变换 

T- / = T-r'/AC —1— MCI rt -5. 、工 —|— ， 


xcos — + 3 /sin 


jrsin 子 +JCOS 子 = 夸( _ 了 + > 0 ， 


(旋转变换) 


在新坐标系中原等位面方程化为 

2, + 广 = ^， 


，2 r 2 

TT + TT 


这是以 y 轴为公共轴的椭圆柱面，母线的方向平行于:/轴，准线 

为/=0平面上的椭圆 

/2 '2 
— H - — r = 1， 

<£_ CT 

Y 


长半轴为〃轴方向），短半轴为轴方向）. 

• 72 

3/轴在新系 O — /：y 7中的方程为 | = 二， 

U = 0- 

而在旧系 o — 中的方程 + ^ 

1^ = 0- 

即为所求的椭圆柱面族的公共对称轴. 

【 3170】 w = sgnsin(x 2 +jy 2 z 2 ). 

解当 w = 0 时，等位面为球心在原点的同心球族 

了 2 +y + 之 2 = mr，” e N ， 

当 a =—1或 W = 1时等位面为球层族 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


r77T 〈 j 2 + y + Z 2 < (” + 1)7T，，Z 6 N ， 

其中 W = (-1)”. 

根据所给定的方程，研究其曲面的性质 (3171 〜 3174). 
【3171 】2 = f ( y - ar ). 

(JT = /， 

解引人参数/，5,则曲面方程为 j：y = o / 

\z = f ( s ). 

现固定^则得 r 为参数的直线方程，其方向数为 （1，〃，0). 
于是，曲面以 （ l ， a ，0) 为母线方向的一个柱面，令/ = 0,有 


0 , 


y 


或 


0 , 

/(«y). 


这是 
条准线. 


= /(.v). 

0平面上的一条曲线，也是柱面 


/() — OX ) 的一 


【3172 】 z = fWx 2 + y 2 ). 

解令= 0,有 P = t ， 、\ A 、 是旋转曲面的一条 

12 = JKX) t \X ^ 0). 

母线. 


【3173】 z = xf ( f ). 


解 令= /，2 = .、•，有 p = rf ，（/ / 0)， 

1 z = 

现固定•，这是以 r 为参数的一条过原点的直线，因此，所给曲 
面为顶点在原点的一锥面，但不包括原点在内，令1，有 



这是 i = 1平面上的一条曲线，也是锥面 z = 1/(^ 的一条 
准线 • 
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1 . 函数的极限连续性第六章多变量函数的微分运算 


【3174】 z = f {^). 

x = t , 

解 令: r = /，•、•=义，有< j =义， 

12 ： = f(s). 

现间定.、•，这是一条过点 (O,o,/(.o) 的直线，方向数为 io,0, 
闪此，它与 Or 轴垂直，与 Ch^y 平面平行，且其方向与5有关，于是 

曲面2 = /f f j 表示一个直纹面， 一 般地，它既不是柱面，又不是 

锥面，令丨=1，则一条直纹面的准 线是广 =1 /、 

U = J ( y )- 

因此曲线上每一点引一条与 Cb 轴垂直旦相交的直线，这样 


的直线的全体•便构成由 z = /( f ) 所表示的直纹面. 


【3175】作出下列函数的阁 形: 
F ( t ) = /(cos / •sin /) 

1， 若 • 

0. 若 


其中 /(.ra) 


解当 


^ cos/ ，即 j + 2々7r < 


^ ^ + 6 Z 时 


F(/) = l,^sin/<co S /,BP-{K + 2^<r<|+2^B^,F(/) 
= 0,如 3175 题图所示. 



F(t) 

~ • 1 


~3n 0 
4 

n 5 冗 1 

T T 


3175 题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


【3176】若 /( O ) =^^^，求/(】，$) 


解 A u f) 


2 


X 

• 1 

X 


2 xv 


+⑸ 


x 2 +y 


/(了，）） 


【3177】若 /(f ) = ^ >。）•求函数 / Cr ). 

解由 ^(^) = J 1 + (^) ，有 /(1)= y/1+X 2 . 

【3178】设 z = >/^ + /(/ F - l ). 

当 : y = 1时，若 2 = x ， 确定函数/和 z . 

解 由）=1时， 2 = X ， 有 

/(/ F - 1 ) = 1-1 = (/?- 1 )(>/^+ 1 ) 

=(/^- 1 )[(/^- 1 )+ 2 ]. 

于是 f ( t ) = t(t + 2) = / 2 + It . 

从而 2： = \/^ +I — 1 ， J * 〉 0. 

【3179】设2 = j ： + y + fU - y ). 

当 y = 0时，若 z = /，求出函数/和 
解 由: y = 0 时， z = X 2 ，有 

: 2 = i + / Cr ), 

即 f ( x ) = x 2 - x . 

于是 2 = i + y + ( a * — y ) 2 — (J — y ) = 2 y + (x — y ) 2 . 

【3180】若 /p + 3 Nf 卜 /-/， 求函数 
解 由 /(了 + > 士 )= 1 2 -/ = Cr + ： y)Cr — ： y) 




(x + y ) 2 


y 

^+y 


=(x + y ) 2 



.r 


1+2 
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• 函数的极限连续性第六章多变量函数的微分运算 


【3181】 


、 9 1 — y 

y)=X YTy- 

证明 ：对于函数: 


/(*r ，： y) 


^-y 

•r + J 


具有 


lim { lim /( j ', > y )} 

t -^0 y -^0 


1 ， lim { lim /(: r，30 } 

v-^O J 一 0 


= — 


因此不存在 lim / Xxj ). 

y^O 


证 lim{ lim/'Co-t^)} = lim« lim ^ ^ 1 — lim —: 

•r —0 y -^0 I : 十 3 ^ X 

lim{ lim/Cx,^) } = lim< lim X 1 = lim — ^ 

”0 y-^o I jt y j y^o y 

由于累次极限不等，于是 liy /(> r .： v ) 不存在. 

【3182】证明 ：对于函数： 


=-1 



x 2 y 2 + U-y) 2J 


具有 


lim { lim / Xjr ，））} 

r^O y^O 


Vm\{Y\mf(xjy )} 


然而 lim /(^ r ， jO 不存在. 

T -^0 

V -^0 


证 /(- r ,^) 


x 2 y + CT -3；) 2 , 


lim { lim /( x ， j ；)} 


lim < lim 

•T— 0 I ”0 


x 2 y 2 + (x — y ) 2 


limO 


lim { lim / Cxf ^ y )} 


^(feyy + ( x -^) 2 

limO = 0， 


现按 y = kx 方向的极限，即 


Y\mf(x,y) 

y=ki 


I. _ x A k 2 _ 

^ X X k 2 + xH \- k) Z 


若々 = 0 时，则该极限为0,若々 =1 时，该极限为1，因此 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


lim /(. r . v ) 不 存在. 

•i 一 0 

【31831 证明 ：对于函数: 

f(j,y) = (x + ^)sir 


3 ; 


两个累次极限 } 和 lim { lim / Cr ，/ } 不存在•然而存 

，一<) ”0 、一 0 ，一 0 

在 lim / Xaj ) = 0. 


证由 

0< 


(j ， + 一 sin 




<1 ^ + 夕 1<1 | + 1 I ， 


知 


lim /(. r ， 3 /) = 0, 


而当：尹 




j — 0 时， (j’ + 3；)sin—sin —极限不存在，因此累次极 

j y 


限 lim{ lim/(.r，3，） 》不存在，同法可证累次极限 lim{ lim/kj) 丨不 


存在 • 


【3183. 1】 


极限是否存在？ 

.r-M) X 


■ +y 

•v 争 V ， 

证沿 y = kr 方向，令 x — 0时极限为 

，- 2 kr 2 = 2 k 2 

S! a 2 + 1)1 2 _ 々 2 + r 


于是当々为不同值时，该极限值不同，从而 lim 


2xv 


【3183.2】当 


s-o x + jy 一 

oo 时，沿着任意 射线： 


不存在 


JC = /cos a^y = /sin a (0 ^ t <+ oo) 

函数的极限 fU '^ y ) = x ? e - ( J - 2 -- v , 等于什么？ 

当00及3； — 03 时，这个函数可以称为无穷小吗? 

解由 


tco^x^y = tsint 


= / 2 cos"ae 


/ 2 cos 2 a 


w /siito 


有 
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所以 


. 函数的极限连续性 


第六章多变量函数的微分运算 


lim ^^ 




sina > 0 , 

0 < sina < 1 


sma 


—1 <C sina <C 0 
sina =— !• 


于是 lim f(tcosa^tsina) 


limr’e r 


0 • e v 


于是当 a* — oo 时，为无穷小量 . 

乂 limj 2 e-’ e v =+oo ， (j* ^£： 0 ) ，于是当 y oo 时，不是无穷小 M 


【 3184 】 若 : 

(1) /( D )= 


(2) J\x,y) 


^ +y 


CO"; =+ 0 


(3)/(a-^) = sin 




(4) J\jc^y)= 念 tan ^ 工 ); : ; ， a = ◦， 厶 

(5) f(s.y) = log, (j- + 3 ^) = 1 J )= 

求 lim{ lim/ (o',^y)} 和 lim{ lim/(j ， jy) }• 

.r-^d v-^/; 、‘ ••• s 


解 （ 1 ) lim {} = lim | lim 

lim { \\m f(x^y) } — lim { lim ^― 

、… 1 』 、— .丨… r - 


. 了 2 + y 2 

〜+y 


limO 


^ m ?+ y } = ! i ml 


( 2 ) lim { lim f(x^y)} = lim | lim -r-^ 
lim { lim f(x^y )} = lim ( lim -r 

\-^K) • 卜 c v I x 一 1 


+ r v 


(3) lim {lim/(j'* > y) } = lim limsin 9 ^ 

•'一 :•• •■: •、一十 ‘y 


lim 


lim 1 


limO 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


tan 


xy 


linv 

•V— 欠 


liml 


lim - ^ lim 7 

j^o xy o 1 

i+a 




(5) lim{ lim/(j、>0 } = lim{ limIog r (j + ^y)} 


lim I lim 

I ”o 


ln( j + 
lrrr 


h 1 ^ 




lim{ Wmf(jr^y) } = lim lim 

> 一 0 x -^1 y -^0 \ 

求下列二重极限 （ 3185 〜 3193). 


ln(>r + 
lrLr 


【3185】 

解 rf 


lim 2 J 卞仑 ” 
x — xy + y 


1^ l <« r 2 + y ， 

I____I 


x 2 —xy+y 2 


x 2 + y-i xj ； I 


lir + T7T ) =0, 


lim{ lim/(i，jO } = lim ; limsin 


tzx 


2 x+V 


liml 




•函数的极限连续性 第 六章多 变量函数的微分运算 


【则 ㉟ 思 • 


0 韻 <错 


2(3 


'^1( 


^)=0, 


知有 I^^Ty =( 

【 3187 】 



初 r sirurv r sirLry 

解 lim - ^ = lim - ^ • V 

x^o x x-^o xy 

y^a 

[3188] lim (i 2 +y)e- w . 
解 lim (x 2 +y 2 )e~ l ^ y) 


lim T 
L 




-2 


•彔 ■= 


[3189] 


(^+7 


解 


且 


°<(^r 

ji^(+r =o , 
j^jpfyy 


r < d ) 


【 3190 】 limU 2 +y )，，• 

.r-^O 
•v 一 0 

解由 


I *r 2 y ln(x 2 + y) I < - ( - x --+^ I ln(x 2 + /) | ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


又 


于是 


lim^4^W+y) 

v -^0 


lim — 5 2 ln.v 


4 


\im(x 2 +y 2 y 

\—0 


lime 0 ’ 


肀夕 




” 

ij—y) 


【3191】 lim ( l + 士厂' 




解 靶 (〗+ 士广 


lim(l + 丄 ) 广' =lime[ ,h ( 卜 + )] •六 

\ x / 


[土 （ 卜+ )] 


lim 


e 


e. 


【3192】 lim 


In (x + e v ) 

y^T7 


解 


lim lnCr 十 O = l n2 . 


3 y ^+ y 1 

【3193】若 《r = pcos cp 及 y = pin 史，则沿什么方向角屮存 
在有穷极限？ 


( 1 ) lime ,f2+v2) ; 


- n 


(2) lime ， ' 、、 ^\n2xy. 

解 、1) 由 


0, 


limeT ^ 

a^-rO 


lime' 


cos 史 <； 0 ， 
cos^ = 0 ， 

〕， cos<p > 0. 

知当⑺ $< o , 即<^时，所给的极限存在 • 

(2) 由 

e r '~ v2 sin2xy = s\n(p 2 s\r\2(p ), 

又当户 —+ ⑴时， S i n (/ S i n 20 有界，除 p = 夸, 々6 N 外无极限， 
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• 函数的极限连续性 第六章多变量函数的微分运算 


lime o-cos2 ? 


cos2p <C 0 ， 
cos2p = 0 ， 
cos 2 (p >> 0. 


于是当号，穿穿以及9 = 0 ,(f = 7 T 时才有 


极限 • 


求下列函数的不连续点 （3194 〜 3201). 


【则 

解由题意，当 ( 1,30 = (0,0)时，无意义，于是该函数在(0, 


0) 处不连续. 


【3195】 u = ^-. 

解直线 + = 0上的点皆为该函数的不连续点. 

【通】«=^3- 

解设 a 关0，《 6 R ， 由 

涅 ^Ty -^-}y+y^ = 忐， 

知对直线 x + y = 0 上除 kii 点 O 外的一切点皆为可去的不连续 
点，原点 G (0,0) 为无穷型不连续点 • 


【3197 】 w = sin 」-• 

解= 0上的一切点，也就是两坐标轴上的各点皆为该函 
数的不连续点. 

【3198 】 w — • 

siarsin 

解直线 *r = W 7 T 和 j = ? nz ( m,?i G Z ) 上的各点均为该函 
数的不连续点. 

【3199】 u = \ n ( l - x 2 - y 2 ). 




27 







吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


解圆周 x 2 +y = 1上各点皆是该函数的不连续点. 
【3200】“=丄. 

解坐标面 T = 0 ，y = 0,^ = 0上各点皆为该函数的不连续点. 


【3201 】 w = In - ■ ■ ■ 

J (x — a ) 2 + ( y ~ b ) 2 + (z — c ) 2 

解 点、 ( a ， b ， c ) 为该函数的不连续点 • 

【3202】证明 ：函数 


若 p +：y2 ^ 0 , 

若 / + y = 0 . 

分别对于每一个变量1或 〆 当另一个变 M 的值固定时）是连续 
的，但对这两个变 M 的总体是不连续的. 

证先固定 y = 0,则关于 x 的函数 



fiU) = fU.a) 


2clz 


x 2 + a 2 

0， 


x 0. 



即 gU )= 


2ax 

^Ta 2 


( j ： G (一°°， +°°))， 它是有理函数，又 I ：y 


= 0 时， /( J *，0) =0. 于是•当: y 间定时，函数 /( x ，： y ) 关于 o * 是连 
续的，同理，当 J 固定时，函数 /( U ) 关于 J 是连续的，作为二元 
函数,在除去(0,0)外各点皆连续，但在点(0,0)处不连 
续，事实上，当 P ( x ^) 沿射线 y = kr 趋于原点时，有 

P r/ 、 1. Ikx 1 2k 

控 /CroO = hm = X + k ^ 

对于不同&々得不同的极限值，从而有 lim / Cr ^) 不存在，于是函 

数 f ( x 9 y ) 在原点不连续. 

【3203】 证明：函数： 





若 Y + y 关 o ; 
若: r 2 + ： y 2 = 0. 
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. 函数的极限连续性第六章多变量函数的微分运算 


在 o(o,o ) 点上沿着每一过该点的射线 

x = /cos a,y = rsin a (0 ^ t <+oo) 

是连续的，亦即 存在： 

lim/(/cos a^sin a) = /(0,0) 

但是，这个函数在 (0,0) 点上是不连续的 • 

证 当 sina = 0 时 ， cosa = 1 或 一 1 ，于是，当 


/( ， cosa ， /sina) 


t 2 >0 
t 2 +0 


又 /(0,0) =0， 

于是 lim/Gcosa ， Zsina) = /(0,0). 

f 一0 

当 sina 关 0 时，有 

lim/(/coso,/sina) = lim 4 2 

0 r-o t cos a 卞 / sin-a 

= lim 2 ，呼 f = 

r-o t ~ cos a ― sin'a 

丁 * 是 liryi/Ucosa ， /sina) = /(0,0). 

现设 P(x 9 y) 沿拋物线 ^ = x 2 趋于原点有 


关 0 时 


V\mf(x,y) = lim 4 = 〜丰 /(0,0). 

广 ^oa: 4 +y 2 

因此，函数 /(* r ，>0 在点(0,0)处不连续. 

【3203. 1】研究线性函数《 = 2 x -3 ：y + 5 在平面 E 2 
{ | x |<+ oo , | y |<+00}上的一致连续性. 

解设(: n ，《 yi ) ，(: r 2，： y 2) 6 R ， 

由 I w ( xi ，3^ i ) — w ( x 2 ^2) I 

=I 2xj —3y\ + 5 — 2x 2 + 3% — 5 丨 
=| 2(x\ — x 2 ) — S(y x — yi) \ 

<2 \ x x —x 2 1+3 I % — % I ， 


去 #/( 0 , 0 ). 


知，对任意的 e>0 • 取 5= f ，当 I A — 工 2 \<8, i ~yz \<S 
时有 





I u(xi ,yi ) — “(:r 2 ， jy2) |〈 2S~b3S = 53 = e ， 
于是 mCd ) = 2 i _3 ：y + 5 在 R 2 上一致连续 • 


【3203. 2】研究函数“ =vV + y 在平面 E 2 = 

{ I ^ |<+ OQ , i y |<+ 00 } 上的一致连 续性. 

解由 

\/^i +^i — VA+yi 
= -ri +3 ^i — A ~ y \ 
y/jc\ +y 2 \ + V^l +yl 

< I -T\ + ^2 \\ JT\ — J2 l + ! )1 +)2 丨丨 ）1 — yz 

^1 —j^2 l+l y\~ yi I * 

( x } , x 2 , y x , y z 皆不同时为零). 

又若 Cr 2 ，： V 2 ) = (0,0)，显然 

y/jc]+y\ <| x\ | + | I = I X! —x 2 | + | y\ —«V2 I ， 

于是我们有 

I y/x\ +y 2 { — y/x\ + y\ |<l ~oc 2 | + | y { — y 2 I . 

因此，对任意的 e >0, 取 5=«|, 当 U - i 2 |<占， Ijm-m l < 
占时有 

I w(xi — m(x 2 ^2> 1 = 1 \/^l +y\ — VjT 2 +y2 l<6 
成立•故 u ( x , y ) = vV + / 在 / R 2 上一致连续 • 

【3203. 3】函数 f ( x , y ) = sin ,~~?~~^ 在域 / +/ < 1 

l—x — y 

内是一致连续的吗？ 

解 / Cr ，： V ) 在 P+y < 1内不一致连续，取 e。G (0,1), 
对任意5>0,取 

〜 = []•]+“ = [j]+|， 

令 1 - 乓一忒士 _d= 念， 
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• 函数的极限连续性 第六章多变量函数的微分运算 


2 nori \ 


< 8 . 




A -y\ 


i - 




y\ I 


—[幻十 1 ) 71 - sin ([ i ]+ 音)兀 


1 > So 


于是该函数在 {(hW I v +y < i } 上不一致连续. 


【 3203.4 】 函数 w 


刪…，在其定 娜内 是连续 的吗? 


在域£：内是一致连续的吗？ 

解定义域为 {(. r，jO \\ y \^\ a :\, y ^ 0 ) 
数，显然连续但不一致连续. 

取& 6 ( 0 ，f )，对任意的5> 0 ， 

令 ： n = S ^ y \ = 28 ^ X 2 = S ^ y 2 = S - 

有 丨 OT| —X 2 丨 = 0< 占 ， I 力 —y 2 \ = 8. 


R 这是初等函 


arcsin 


arcsin 


^2 


arcsinl — arcsin 


> € o . 


于是 arcsin 丄在 £ 上不一致 连续. 

:V 

【 3204 】若 y / 0时 fix , y ) = xsm 士，及 /(^* i 0) = 0,证 

明: 该函数的不连续点集不是封闭的. 

证当> # 0 时，函数/(* 2 *， 30 在点 ( o '。，％) 显见是连续的， 
即 / Cra ) 在除去 Or 轴以外的一切点均连续，又 \ f ( x , y ) - 
/(0,0) 1 = 1 fCr , y ) |<U I ，于是 / Crj ) 在原点连续.设 x 。 关 

0,由 lim /(: ro ，： y ) = limrosin 丄不存在，于是 在点(：^，0) 

y-^0 ”0 y 

处不连续，综上所述， / Cr ， y > 的全部不连续点为 Qr 轴上除去原 
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点外的一切点，而原点是不连续点集合的一个聚点，但它本身却 
不是 /( h « y ) 的不连续点.因此， / Cr ，： v ) 的不连续点的集合不是 
封闭的. 

【3205】 证明: 若函数 / Cr ， W 在某个域 G 内对变量 I 是连 
续的，而/对变董^是一致连续的;则这个函数在所研究域内是连 
续的. 

证任取 Po(jto *>) 6 G ， 因为 f ( x ， y 、 关于 o ' 对变 My — 
致连续，故对任意的 e > 0, 存在次 = A ( e ) > 0,当 Cr ， y ) € G , 
( x ,/) 6 G ， 且丨 y-y |<5, 时，有 

I /(: ， y)—/( io ， " ） i< 

又 f ( x . y ) 在点 Cr 。 ，> ) 关于 o * 是连续的，故对上述的 e ， 存在 &> 0. 
当丨 x-xo |<灸时，有 

丨/(:，>)—/(:。 ，《 y 。） l < y - 

现取 OCSgminA ，灸}且使 Cro ，： yo ) 的5邻域 U ( A ，>)全 
部包含在区域0内，则当尸(0^)6叭1。，>),即|/^ |<占时， 

I X — xo I y — yo 从而有 

I /(:，： y ) —/(: o ，《 yo ) 丨 

<1 /(:，： y ) —/(* r ，： yo ) l + l f ( x , Xo ) — f ( x Q , y 0 ) \ 
<丄+丄 =£ 

& 2 t 2 e . 

因此， / Cr ， 30 在点 P 。 连续， 由尸。 的任意性知，函数 / Cr ，^) 在(^ 
内是连续的. . 

【3206】 证明: 若函数 / Cr ，： y ) 在某个域 G 内对变量^是连 
续的，并且对于变量^满足李普希茨条件，亦即： 

I f ( x , y ) — f ( x , y f ) I < L I y ’ —«/ I ， 

其中 Cr ，：/) 6 G ， Cr ，/) 6 G ， 而 L 为常数，则这个函数在该域内 
是连续的. 

证由 / Cr ， jO 在 G 内满足对^的李普希兹条件，知 / U 9 y ) 

— 32 — 




1. 函数的极限连续性 I 第六章 多变量函数的微分运算 

在 G 内关于 I 对变量^是一致连续的，因此，由3205题结论知， 
/ Cr ，： y ) 在 G 内是连续的 • 

【3207】 证明: 若函数 / Cr ，： y ) (这里(: r ，： y ) 6 £：) 分别对每一 
个变量工和: V 是连续的，而且对其中一个是单调的，则这个函数在 
域£：内对两个变量的总体是连续的(尤戈定理). 

证不妨设 / Cr ，： y ) 关于 o •是单调的，设 ( x Q ，： y 。） 为函数 
/ Cro ) 的定义域 G 内的任一点，由 /( x ， y ) 关于: r 连续，有对任给 
£>0, 存在衣 >0，当| ar-xo |<5,时，有 

I /(: ， >)—/( 了 0，>) I < y- 

对于点 (了 。一谷 I ，《 y 。) 和 (: to +说，: y 。）， 因为 /( 工， y ) 关于: y 连续，于 
是对上述的 e ， 存在灸 >0,当 I : y — : V 。|<灸时，有 

I /( 工 0 ~di 9 y) — f(x 0 —S\ 9 yo) l<C f ， 

和 


I /(^o +^i — f(j：o -\~d\ fyo) l< 

现令 5 = min {说 ，占 2 } ， 则当 I x — xo I < 汐， I y~yo I < 5 时， 
由 fix ， y ) 关于: r 单调 ，记 

= x — xq, = y — yo^ 

有 I /( I 。 + Aj -,^0 + △: y ) —/( xo ^ o ) I 

< max{ I f(x 0 +5j ^y 0 + A^) — /( 了。 ，《 Vo) I ， 

I f(x 0 —di ,y 0 4 - A^) — f(x 0 ,y 0 ) I } 

而 I /(io 土占 i ，> +△}) — / (了 o ，： yo ) I 

<1 /(:r 0 士 次 ，： y 0 + z\y) —/(x 0 ， : y 0 ) I 

+ 1 /(lo 土次， >)— /( 了 0 ，>) I 

< 音+音 = 

于是当 I x-Xo |<》， I l <5 时，有 

I /( x ,. y ) — /( x 0 ^ o ) l <€. 

即 f ( x , y ) 在点 U 0 ， y 0 ) 是连续的，由 ( A ，> ) 的任意性有 fU 9 y ) 
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在 G 内是二元连续的. 

【3208】 设函数 /Cr 在域 a < :r < A ，6< y B 上是连 
续的，而函数序列％ DU =】，2,…）在 [a，A] 上一致收敛，并且 
满足条件 6<%Cr)<B， 证 明：函 数序列 F,,Cr )=/( i，％Cr ))( r7 
=1，2,…）在 [a，A] 上也一致收敛 • 

证 由 6<% Cr)<B 知， F„Cr) =/[>，％Cr)] 有意义，又 
因为/(•!•，>0在“在 £* = 
<(x,^) \ a ^ x ^ A . b ^ y ^ B } 是一致连续.于是 
对任意的 £>0, 存在 8 = ^ e )>0, 当(々，％) 6 E ， U 2 ， y 2 ) 

6 E， 且 Ia—a 1<5， I —yz 1<占时，有 I /(:i ，夕1 ) — / (了 2 ， 
M) l<e, 特别地，当 I -3^2 I 〈占时 ，对一切: re 0，A ], 皆有 

I /(: ，》 1) _ /(:，％) l< e- 

对上述的8> 0,由 ip . Sx ) 在 [>，A] 上一致收敛知，存在 N > 
0 , 当 m > N ,”> N 时，对所有I 6 0，/)]，皆有 

I ( pAx ) —< p , Ajr ) |< ^. 

于是.任意6>0，存在~>0，当爪>^/，”>^/时，对所有：1^[“， 
6]，皆有 

I F „( jc ) — F w ( x ) | = | /O，％ (: r)] —/0，p m (:r)] |< e. 
因此， FJx) 在 [cz，A] 上一致收敛 • 

【3209】 设 （1) 函数 /Cr,j0 在域 K (“ <i<A;/，<：y<B) 
内是连续的， （2) 函数 f Cr) 在区间 (a，A) 是连续的并具有属于区 
间 (6，B) 内的值，证 明： 函数 F ( x ) = f ( x ,( p ( x )) 在 (ci，A ) 内是连 
续的. 

证任取 ( A，：y。） 6尺，由于 /(^，：y) 在 R 中连续，于是对任 
给的€>0,存在3>0,当 U — T 。 \< S , |^-> 1<5时_有 1/(了， 
y )- f ( xo . yo ) 1<£，又史 Cr) 在 (《，A) 上连续，对上述的5>0,存 
在 7 >0,当丨 *r-«ru I <7时，有 

I 〆 ：）一 <p(x 0 ) 1 = 1 y — yo \<S. 

于是 I /Dr ， p( ： r)] —/(>D ， f(x。)] |<e ， 

即 I F ( x )- FUo ) |<e. 


34 




• 偏导函数多元函数的微分丨 第六章多变量函数的微分运： 

因此， F (: T ) 在点 A 处连续，由 x 。 的任意性知函数 FCr ) 在 ( a ， A ) 
内连续. 

【3210】设：（1)函数 /( x ，： y ) 在域 i ?( a < a *< A ;6<： y < 
B ) 内是连续的， （2) 函数 : r = 9?( m ， t ;) 和 ； y = 在域 R ’( c / 

w < A ';// < i W ) 内是连续的并且分别具有属于对应区间 ( a ， 
A ) 和 (6， B ) 的值，证明 函数: FUj ) = f (< p ( u ， v )， iP ( u ， v )) 在域 
R ； 内是连续的. 

证不妨设足够小，使点的 (5 邻域和点的 7 邻域皆在所给 
的区域内，任取 Cr 。 ，: y 0 ) e 尺，由 / Cr ") 在尺内连续知，对任给的 
€ > 0,存在5>0,当 I X—Xo |<5，丨 ^0 1<占时，有 
| — f ( xo ^ yo ) \< e . 

又由 p 及0的连续性知，对上述&存在7>0,当丨 w — 叫1< 
r/y I V — Vi )\ < 7时，有 

| ：r — jt 0 I <5 ，\ y — yo I <5， 

其中 To = ( p ( u () , v 0 ) ,y 0 = ip(u 09 Vo). 

于是 对任给的£>0，存在7>0，当 I u — uo |<7,丨 v—vo l < 

rj 时有 

I f [_< p ( u 9 v ) 9 tp ( u 9 v )^— fZ < p(llo 9 Vo )9 ip(Uo » T ^))] l < e ， 
即 I F (“， — F ( Wo ，以 o ) I < e . 

因此， F ( w ， u ) 在点连续，由 （ w ，％) 的任意性知，函数 
F ( u , v ) 在 R ’ 内连续. 

备 2. 偏导函数多元函数的微分 

1. 偏导数若所讨论的多元函数的所有偏导函数是连续 
的，则微分的结果与微分的次序无关. 

2. 函数的微分若自变量的函数的全增 
量可以 写成： 

△/( j ， jy ， 2 ) = AAx + BAy + CAz + o ( p ) , 

其中，系数 A ， B ， C 与 Ax ， △: y , Az 无关， 
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p= y ( Ar) z + (Ay) z -h (△ 之 ) z ， 

则函数 /( ajnz ) 在 (* r ，： y ， d 点上称为是可微分的，而增董的线性 
主部 AAx + B △: y + CAz 等于 

df ( x , y 9 z ) = f X (, jc , y , z)dx + / y ( x ： y 9 z)dy 

+ f z ix,y^z)Az> t ① 

(其中 dr = A * r ， d：y = Ay.dz = Az ) 称为这个函数的微分 • 
在变量是其他自变量的一些可微函数的情况下，公式 
①仍有其意义. 

若为自变量，而函数 /( J *，： y ， z ) 具有到 w 阶(包括 w 阶) 
的连续偏导数•则对于高阶微分，有符号 公式： 


d n f(x 9 y 9 z) = (dr^ + dy^+ck^) f(x,y 9 z). 

3. 复合函数的导函数 若 it ， = /( Jr ，}，？） 口 f 微分且 了 

< p ( u ， v)，y = ip ( u ， v、，z = x (“， v )， 这里函数可微分，则 

dm _ duj 3 x _ , 3^ , dev dz 

du dx du dy du dz du ’ • 

dou _ div Bx + duu dy + div dz 

dv dx dv dy dv dz dv ^ 

对于函数 W 二阶导函数的计算，可以利用符号 公式： 


co 


d 2 co 
3 udv 


( P ' i + Q 4 +K 

1 3Qi dco , dR\ dev 

aT 石 "^7 石’ 

( p 4 « 


i ) 


dP i dco 
du dx 


)( p 4 «> 


dP I dco i 3Qi dco I 3Ri dcu 
du dx du dy 3u dz ^ 


其中 


p ^^ Q '= t R ^=t 


P 2 = _， Q 2 = t， R2= B 

dv dv dv 




4. 在已知方向上的导函数若在空间 Qryz 中用方向余弦 
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(cos a » cos /3 ,cos y ) 表示 / 方向，且函数 w = f ( x ， y ， z ) 可微分，贝丨】 
沿方向/的导函数按照下式计算： 

du du , du o 如 ^ ~ 

^=^ COSa + S COS ^^ COSy ， 

在已知点上函数的最大增速的大小与方向，用矢量即一函数 
的梯度来表示： ， 

grad “ = +■/+•， 

其大小等于 

| gradw |= V ( 堯 )+( 轰) 2 + (姜 ) z . 

【3211】 证明： 

证 令 〆 a :) = /( x ，6) ， 

于是 = = 

_ /(x +Axtfc) — f(xjb) 

at-*o Ar 

=f 

【3212】若 

/( x ,^) = «r + (y — Darcsin ， 

求 / 1). 

解 由 / Cr ， l ) = i 知， /^ Cr ， l ) = 1. 

【3212. 1】若 

f ( x , y ) = Vxy , 

求 /“0,0) 和 /,.(0,0). 这个函数在 0(0,0) 点上可微分吗？ 

解 因为 

/(工，0) = 0 = /(0,3^) = /(0,0)， 
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于是 / ^(0,0) = lim / - (上 - 0) - 二/ (0 ’ 0) = 0 

^-0 X 


八（0,0) = lim 

y^O 


(0,y)- 尸（ 0,0) 


从而 /,(0,0) =0 = //0,0). 






把 nkTrl 爷 0 


于是 f ( x , y ) = ^ 在 (0,0) 点不可微. 

【3212.2】函数 

f(jr^y) = V X s + y ， 

在 O (0,0) 点上可微分吗？ 

解由 

/(0,0) = 0, f ( x ,0) = f (0^ y ) = y , 

知 八(0,0) = 1 = 八 (0,0). 

于是对 / Cr ^) 在(0,0)的可微的充要条件是考察 


而 


lim 

x 2 i-y 2 -^0 

lim - 

• 〆 十 


令 J = 


ypT 7 

j 3 + y 3 — x — 

/? r T 7' 


y — p^\r)0 


lim 


cos^+ sin^l^ — pcosf? — /xsin^ 


[cos 3 汐 + sin 3 汐 ]★— cosO— sin^, 


令沒=号， 


cos 




73 


此时上述极限为 


1+373 1+73 


关 0 
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lim 


^ Ty - x - 


故 /(hW 在 (0,0) 处不可微. 


关 0. 


f 3212. 31 当 P+y 參 0时， /( hy ) = e 
0, 研究函数 /( x ， y ) 在 0(0,0) 点的可 微性. 



，而/(0,0) 


解由 /( ^ ) = ^ 力， P+y#o 

lo , x 2 +y = o 

知 /,( o , o ) = / v (0,0) =0. 

于是 f ( JT ， y ) 在 ( 0 , 0 ) 处可微的充要条件是 

” e ， 2 上. V 2 ^ 


lim 

： 4-v 2 -*0 


y ^ T 7 


lim 

+.v 2 -o Vx 2 +y 2 卜 


lim 


1-^0 


令 V = 


limve 




故 / Cra ) 在 (0,0) 处可微 • 

求下列函数的一阶和二阶偏导数 (3213 〜 3228) 


[3213] u = x l + y i -4 jr 2 y 2 . 


解 


cfu 

Jx 

dx 2 


— 8^* y ， 


rfu 

r y 


12 ，- 8 y ，^ 


4 y — 8 x 2 y , 


\2 y 2 -8 x 2 . 


3 2 u 3 2 u ip 


【3214 】 w 


解 


cfu 


y 

,l clu 

y + ^^y = 
n r? 2 g _ 2j 

0 ，v — y 
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解 


d 2 u 

— a 2 u — 

i_± 

dydx 


1 —7. 

y 

5] ^ 

_?• 

• 

3 u _ 

1 

2 x d 2 U 

Tx ~ 

7，石 = 一 

y ，办 2 

3 2 u 

6^- d 2 u 

*Sxdy 

_ 2 

ay — 

■ ■ — 

y . 


0 


【 3216】 w 


X 


解 


()u 

3 x 

d ? 

a 2 u 

^7 


/r 2 

2 


_ 3 u 

(p+yWG 

2 jt 


j^y 


y 


( x 2 + y) 


cr 2 +y)r 

__3^ 


•r 


d 2 u 

cixdy 

【 3217】 w 


(: r 2 +y ) 专 

x (2 y 2 - x 2 ) 

(x 2 +y)i 

d 


+ 4^ 


(x 2 +y>i 

_2 i !_ 


Cr 2 +y ) 号 


3 yi(d ' 2 + ： y 2 ) 专 ■ 
-rsin (x + y). 


y (2 x 2 - y 2 ) 

(P + y 2 ) 音 


解 


du 一 

T x = 

du — 

一 

3 x 2 一 
d 2 U 一 

^7 = 

d~U 

dxdy 

【 3218 】 i/ 
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sin(:r + v) + jcos(x + y ), 


xcos(x + ^y). 


2 cos(i + y) — a ： sin( j + y ) ， 


—xsin(x + y ), 


cos(x + ^y) — xsin (: r + j) 


y 





riy 2 x+y (j+y ) 2 (x+v 2 ) 2 


COS^ 


第六章多变量函数的微分运算 


. 偏导函数多元函数的微分 
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132221 


arctan 


x 


解 


Tx 


3 u 

Iy = 

cl 2 U 

(1 2 U 

cix^y 




~ A ~^) 


V 


p + y ， 


X 


X 


9 I 9 ， 

x " 十 y 


2 xy 


2 xv 


( P + y ) 2 )/ Cr 2 +/> 2 , 

llX _ = __^ 


x 2 + y 2 ' ( x 2 + y > 2 


【3223】 


u 


arctan 




!)• 


解由 776 题有 


arctan 




其中 0 


\ — xy 
0，1，_1，于是 


arctaar + arctany On 


r)u 

石: 

d 2 u 

c) 2 U 


flu 


1+ X 2 \ly ~ 1+ y ， 
2 x 


( l + i 2 ) 2 . 


— JhL 

(l+y) 2， r?X^ 




0. 


X 


【 3224 】 -arcsin- 2+y 
解由 3216 题结论有 


r?W 


X 


V 


1 - 


7 


/?+y 


X 


+y 


9 

V 


乂 r 2 + y _ 

13^ I # (x 2 +y>2 


I V 


x 2 +y 


fyF - 
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3 u 

fl y 


1)? 

cl^U 


3 2 u 

^xf)y 


【3225 】 w 


解 


f)u 

<Ju 

? y 

3 u 

Tz ： 

d 2 u 

37 2 


1 - £ — 

x 2 +y 

2 x 1 .v 1 

Cr 2 +y) 2 , 


( 命 ) 




a r 

^L 


^ I U 2 + y ) 


•r I ：V I Cr 2 + ： V 2 )- 々 [Y(x 2 +/) + 2 山「 

y (^ + y > 2 ： 


2>r 1 .y I 
Cr 2 +y) 2 , 


IjlI 


(x 2 + ： y 2 ) — 2jy I y I 


( w + y ) 

. x 2 sgny — y 1 y 1 

( p + y ) 2 

l 

• vV+ ： y 2 +〆 

X 

Cr 2 +y+z 2 )i’ 

_ y_ __ 

( x 2 y -\- z 2 )^ 

_ z _ 

( x 2 + y +^)2 5 




)sgn 


(/+/)? ’ 


(: V 关 0) 


3 x 2 


(x 2 +y+z 2 )^ (x 2 +y + 〆 ) 音 


2 x 2 


— z 2 


d 2 u __ 
3x3y 

由对称性有 


Cr 2 +y+z 2 ) 令 

= 3 xv 
( x 2 + y +^) 号 
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3 2 u _ 

一 2 y 2 - X 2 - z 2 

d y 2 

Cr 2 + ： y 2 +z 2 ) 音 ’ 

a 2 u 

2z 2 —x 2 — y 2 

3z 2 

(: 2 +/+^) 音 ’ 

a 2 u 

3^ 

<)ydz 

(: r 2 +y +d) 音 ’ 

a 2 u 

_ 3xz 

fizcix 

(x 2 +y -\-z 2 )^ 

[3226] « 


解 u = J 

广， 

du 



^Z-Z-\ — z ( x Y 


u --7(;)， 

3u 

T z = 

(-) J In^, 

/ y 

a 2 u 

3x 2 

i):，- :-“ w )， 

d 2 u 

ay 

: (-z)(-z-l)x s y^ 2 = (—) 

y 2 ^ 

3 2 u 


(i 2 U 

dxdy 

(x U )y x [ y(y)] ,yiy 

S 2 u 

dydz 

=-(-u) =--(-) C ln —- — 

v y >z y f y y \ y t 



1 + 2 ：ln — 
_ Z 

y 




^f = Un^\ 

dzox \ y t x 
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第六章 I 多变量函数的微分运算 






d 2 U 


2：llLT 




+ (z — l)y 


r-2 


rly 2 一 “ _ L 7 y y 

=uzy z Milt • (zy z \ixr z — 1), 
3 2 u 一 


(/ 营 + w ： y:ln ： y)lar • \ny 


wjyMar • ln 2 ^ • (1 + y z \njr ), 

n 2 u \ I ： 3 u { ，, \ u 2 ： v ^ l (. yMru -+ l ) 

x \ fiy ， x 

3u 


^ xc)y 

^ 2 u 

fJy^z 


f) 2 u 

cizcfx 


^[ y d f y - ruzy ^) = 

u + uzy^ x ln>f + zy^ { ^)lar 
uy r 1 lru' • [1 + z\ny • (1 + < y:lrLr )]， 

y 1 叩 • （砮 lar + f ) = “J . Xyln^+l - ) 


【 3229 】若 （ 1) u = r £ -2xy-3y 2 ； (2) u 


x > Oj > 0, 
= x- y2 ;(3) w = 


arccos 


再 


验证 等式 : 


dru d 2 u 


证 


dxdy dydJ：' 

fl2 U = _ ? cl 2 U = 

3 x?y f 


— 2x — 


— 2 , 


故 


cl 2 U 

rfxdy 




cl 2 U 

c ) y 3 x % - 

? y 


2 yr v lrLTfX > 0 


故 


0 2 u = 

3 x 3 y 

d 2 U = 

d 2 U _ _ 


2 ja '^ l + 2 y ^- , lar , 

2/x >2 一 1 lar + 2W 2 一 1 , 


f) 2 u 
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偏导函数多元函数的微分第六章多变屋函数的微分运算 


(3) 1° 当 0< i<：y 时， 


arccos 




arccos 




3u 

Tx 


2 yfx Jy 


jc ( y - x ) 


3u _ 

^y = 

3 2 U 

0 2 u 

Oycix 


1- 


/l 

2y" 


y(y — x) 




Jx Vy 2 (.y — x ) 

1 

>/ x(y — x ) 1 




于是，当0<1<^时，有 




当< *r < 0时 


arccos 



du _ 

Tx = 

ciu 

石 = 

a 2 u 

dxc)y 

3 2 u 

dydjc 


2 >/— X 


- w — y 

_i_ 

4 V — x ( j : — 



4 v / — x Jxy 1 — . y 3 4 >/~ y{x — y ) 


4 >/— x(x — y )+ 
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吉米多维奇数学分; 


于是，当: y < x <0 时，有 

f ) 2 U _ r ) 2 U 

3xciy 

【3230】设 


f(x,y) = xy +; 2 , 石 r 卞 jr 芒 u ， 

及 /(0,0) = 0,证明 /、（0,0)关 / V (0,0). 

证由 


: r 2 - v 2 


，若: r 2 +y 关 0, 


尸 (jyy) — /(0, y) 


lim 

a—O 


/AO.y) 


x 

.^ 7^ 

lim - - 


0 


从而 / Vo , o )= 表[八 ( 0 ，> 0 ]| 产。=一 1 . 

同法可求得 

/y(x,0) = X, 

从而 / V (0,0) =表[八(1， 0) ]| _。= 1. 

于是 /^(0,0)关/^(0,0). 

[3230. 1】若 

/( 一;尚，当…时; 

0，当 了 = : y = 0时. 

/、（0,0)存在吗？ 

解 由 

/(0, ： v) = 0 = /( 了， 0) = 0 ， 

其中 I 关 0，： y ^0, 有 

f \( 0 , 0 ) = lim f (x ^ 0) ~f ( 0 r 0) =0 , 


/( 了 J) 


八（0,0) = lim 

y-^O 

当 Cr ，3；) 尹(0,0)时 
48 — 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章 


八( 1 ， 7 ) 


/^(0,0) = lim 


2y(x 2 -\~ y 2 )-2xy - lx 
Cr 2 +y ) 2 ’ 

2xix 2 + v 2 ) — 2xy > 2y 
Cr 2 +/) 2 • 

，:一 / r (0,v)-/ r (0,0) 


( x 2 +y ) 2 
2x[V-v 2 1 

Cr 2 +y) 2 


2^! 

.v-o y 


lim 


知 /、（0,0) 不存在 • 

【3231】设“ =/(了，>2)为”次齐次函数，用以下例题验证 
关于齐次函数的欧拉 定理： 

(1) w = («r — + 3之） 2 ; 


(2) w 


A 2 + y + 2 - 95 


(3)“=(f):. 


证关于〃次齐次函数的欧拉定 理是： 

设^次齐次函数在域 A 中关于所有变量皆有连续 
偏导数，则下述等式成立. 

xf r jix^y.z) + yf' y (jr,y,z) 4 - zf\(x,y 9 z) 

=rtf (x^y,z ), 

(1) 由 

(tr — 2ty + 3tz) 2 = t 2 u, 

我们有 《 是二次齐次函数，又 


c)u 

du 

Jz 


2(x - 2y + 3z) • 


— i(x — 2v + 3z) 


6 (x — + 3之）， 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


于是 


f)u I r?w , Su 

x T J c +y Yz + z Yz 


={x — 2y + ^z)(,2x — \y + ^z) 

即^/满足欧拉定理. 

(2) 由 


2 u 


得 


y(Lc) 2 -h(ty ) 2 + Uz ) 2 

为零次齐次函数，又 

_ .y 2 +Z 2 

(1 工一 Cr 2 + ： y 2 +z 2 ) 寺 ’ 


ffu 

D y 

f)u 

Tz 


(, x 2 +y + : 2 ) 专 
_ xz _ 

(x 2 +y +Z 2 〆 


fix y dy^ f)z 


ix 2 + y 2 + z 2 )^ 


/ r 2 +/+《 2 

f • u ,( j > 0 ). 


Ixy 2 + xz 2 - xy 2 - xz 2 ~] 


即函数〃满足欧拉定理. 
(3) 由 


(訂 : = (f 卜〜 山〉 0) ， 


于是 〃为 零次齐次函数，又 


Hu 

(ix 

(iu 

fl y 




yE 

XZ 


w( 

丛 （ 1〆 一 

z \ V 


L 2： y 


2 •丄 1 

z y 」 



. 偏导函数多元函数的微分第六章多变 


3 f z = (fY m[n f 9 (~^) = -f ln f 


故有 


3u . r7w , du 


X fz +yj ti ln f- l )- Z f {n 


0 • w 


即函数 e/ 满足欧拉定理 . 

【 3232 】证明 ：若可 微函数 w = fU ， y ， z ) 满足方程式 
du * du , du 

工 ：7 -十 = 7 iU ， 

dx dy 


dz 


则它是 〃次齐 次函数 . 


提示: 研究辅助函数 F ( r ) 

证设〖>0,令 

(/Lr 9 ty ,tz) 


(Lr^ty ,tz) 

r 


由复合函数的求导法则，对 / 求导有 

1^(0 = -^{xf^iLr.ty^tz) + yf f y (tT ,ty ,tz) 

zf\(Lr ,ty 9 tz)} — j^f(Lr ,ty ,tz) 

= x {tr ,ty ,tz) + tyf f y (tx ,ty ,tz) 

+ tzf f s (Lz ,ty ,tz) —nf(Lc ， ty ， tz )}， 

由已知条件 

trf’Atr ， ty ， tz) tyf' y (,Lr ,ty ,tz) tzf' z {tr ,ty Uz) 

= nf(Lr ， ty ， tz )， 

有 〆 ⑴ =0. 

从而 ， > 0 时， F(/) = C ， 其中 C 为常数 • 

现令 /= 1 ，有 


F(l) 


f(x,y 9 z) 

V 


f(x,y,z) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五〕 



即 C = f ( x 9 y ^ z ). 

从而 f(Lr 9 ty 9 tz) = F(t)t n = 

于是 为一个 n 次的齐次函数. 

【3233】证 明：若 /( u ， d 是可微分的〃次齐次函数，则其 
偏导数 ^/ y ( x , y , z ) ^ f z { ocjy ^ z ) 是 ” 一 1 次的齐次 

函数. 

证由 . / 

f(tx ， ty ， tz、= t n f(x 9 y^z) , 

两边对分别求偏导数有 

tf\{Lr^ty^tz) = t n f\(x^y 9 z) , 
tf'yiLr^ty.tz') = t n f f y {x^y^z ), 
tf f z (Lr 9 ty,tz) = , 

于是 /jritz.ty.tz) = r fA 工， y ， z )， 

f y (tx ， ty ， tz) = t n ] fy(x^y^z) ♦ 
f z 、 Lr ， ty ， tz、= f : (x^y 9 z). 

故 f X ix ^ y ^ z ) ，/ y ( x , y , z ) ^/ Z ( x , y , z ) 皆为 《 — 1 次齐次函数 • 
【3234】设“ =/(1，^，2：)是可微分两次的^次齐次函数,证 

m -\ X h +y d~y" ( ~ Z d~z) 2u = n{n - l)u - 

证由 3233 知， 孕，# ，孕皆为次齐次函数，于是 

dx dy (Jz 

由欧拉定理有 

(4+4 C — 1 ) 砮， ① 

(士 ② 

将①式两端乘以 ② 式两端乘以 ，③ 式两端乘以6并相 

加有 
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• 偏导函数多元函数的微分 


第六章多变量函数的微分运算 



= {n-\)[xf x + y d f y ^z d f z )=n{n-\)u. 

求解下列函数的一阶和二阶微分为自变量 ）(3235 〜 


3241). 

【 3235 】《 = 广 

解 du = x ^ y^imydLT + nrdy ) 

d 2 w = ?n(m — 1 )* 1 ^ 2 y*dr 2 + 2trmx ,IT ~ x y ,f ~ ] didj ； 
+ n{n-\)x m y rr ~ 2 Ay 2 

=x nr2 y^lrnim — l)y 2 dx 2 + ZiTtrixyd^dy 
+ n(n — l)x 2 djy 2 ]. 


[3236] w 
解 du = 
d 2 u = 

=—^(.ydr — xdy ) d^. 

[32371 v/: 2 + / • 

解心= 也+为 • 

ypTy 

d 2 u = + Crdr+ *) • df-^=) 

yPTV Wx 2 +y 2 I 

= dr 2 + d.y 2 _ (xdz + ydy ) 2 = (^dr — xd^)- 

—+ y ( x 2 + y >2 ( x 2 + y )2 

【 3238】 w = In Vx 2 + • 




d 2 u = 


^ 2 +y 


( x 2 + y > 2 


53 



Lr 2 + d 

: r 2 +y 


? 2(xcLr + .ydy) 2 

一 ( x 2 + y > 2 

)(dr 2 — dv 2 ) — 4 x V dr d 


— (x 2 +y ) 2 • 

[3239] u = e^. 

解 du = + xdj/), 

d 2 u = e^ ^Cydr xdy) 2 + 2AxAy] 

= e°[ydr 2 +2(1 + xy ) cbdj / + x 1 dy 2 ]. 
【 3240 】 u = xy -\- yz - {-zx. 

解 du = (.y+ z)cb*+ (^ + x)d 3 ；+ + 

d 2 w = 2 (drd^ + d^d ^： + dzdx ). 


【 3241 】 


解 du 


_ JMV * 

- (▲ + y ^ + 

(■r 2 +.y 2 )dg — 2z(xcLr + 

cr 2 +y) 2 


dz 

^+7 


^u= (j . 2 ^y )t {(x 2 +y> 2 [2(:dr + : ycbOck 

— 2(xdr + ydy)Az — 2z(dr 2 + dy 2 )] 
-4(/+/) (xcLr + ^)[(^ 2 +y 2 )dz 

— 2z(xdr + ydy)~] } 

= (; 2 ~_|2~2 ).i {2 z[(3x 2 — y )dr 2 + 8jrydrdy 
4 - (3y 2 — x 2 )d 3 T J— 4(j 2 y 2 ) (xclr + )dz} 

【 3242 】若 /(i ， < y ， z)= >v J^ ， *d/(l ， l ， l)&d 2 /(l ， l ， l). 


解 由 

八 Cr ， l ， l) 


，八 （ 1 ， 1 ， 1 ) 


/ yd . yA ) =- ☆，八 (1,1，1) =-1， 

广 • （ 1 ， 1 ，之） =0 ， /:(l ， l ， l) =0 ， 
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2. 偏导函数多元函数的微分 | 第六章多变量函数的微分运算 

有 d/(l,l ， l) = 八 (1,1 ， 1 )心 + 八 (1 ， 1 ， 1 )办 

+ /:(l,l ， l)ck 
= dr — d> 

又 广 (i ， l ， l) = l ， /:Cr ， l ， l) = 0 ， 

/: r (l ， l ， l) =0 ， 

= 丄, = — "\， 

f jy (\AA) =— 1 ， 

/ t C \ A 9 z ) = +，,、(1，1，之 ) =—\ , 


/.“1 ， 1 ， 1) =-l, 

/.“ 1。，1 )=-*, 八 ( 1。，1 )= 多， 

/、（1，1，1) = 2， 


八 （ l - l ， z ) 


, f y A \ A , z ) 


八（ 1 ， 1,1) = 1 ， 

f X = (1，1，5 T ) =0, /’ s ( l ， l ，2：) = 0， 

/:(1，1,1) = 0， 

于是 d 2 /(l,I ， l) 

=A J (iaa)dr 2 +/ , 3 cy (i,i,i)dy+ / = (iaa)d 2 2 

+ 2 /、（ 1 ， 1 ， Ddrdj + 2/ 声 （ 1 ， 1 ， l)d：yck 

+ 2A(l ， l ， l)drck 
= 2d.y 2 — 2Axdy -f 2dyAz — 2dxdz 
— 2(dy — drKdj/+ dz). 


【3243】证明 ：若“ = vV + / + d ，则 d 2 « > 0. 

— jrdr + yd^ + zdz 
= , 

u 


证 dw 


d 2 u = A[w(dr 2 - \~dy 2 dz 2 ) — (xcir + ydy + zdz)dw] 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) _ 

= -^3 [(j'dj/ 一 ydr) 2 + (ydz 一 ) 1 

+ (zdr — xd^)"]. 

由《>0，知心>0. 

【3244】假定的绝对值很小，推导下列表达式的近似 
公式： 

(1) ( l + x ) m ( l +^) n ； 

(2) In (1+ x ) • In (1+^)； 

(3) arctan 

1 +巧 

解 （1) 由 

f(x,y) = (l+x) m (l+ 3 ；)% 

有 /,( x ,0) = m ( l + j *) wr - 1 ,/ r (0,0) = 

八 ( o ，： y ) =，，(1 +«>” 1 ，八 (0,0)= ”， 

于是 /( o -^) ^ /(0,0) +/ x (0,0 )x + //0,0)3； 

=1 + mx + ny. 

从而 (\barrel+y) n ^ l+mr+ny. 

(2) 由 

f(x^y) = ln ( 1+« r ) ln ( 1+》） ， 

有 / s (x,0) = Oj / T (0y0) = 0, 

八 (0，： y ) = 0,八 (0,0) = 0， 
f 山， (y> = 0 ，八 (0,0) = o, 

/’ 办 (o ， *y) = 0 , /’ 乃 (o,o) = o ， 

/x(0 9 y) = ln(l + < y ),/ ， J > (0, < y ) = y^, 9 

/Vo,o) = 1 . 

于是 f(x 9 y) ^ /(0,0) + f ， T (0,0)x-\- f / y (0j0)y 

+ +[/ 二 (0,0)1 2 +2/^(0,0 )巧 + / 、 (0,0)/] 

= 

从而 ln(l +x) • ln(l + y) ^ xy. 
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. 偏导函数多元函数的微分 


第六章多变量函数的微分运算 


(3) 由 

f(x,y) = arctan 

有 /’々，0) = 八 (0,0) = 1， 

/ y (0,y) = : p^ ， / y (0,0) = 1 ， 

于是 ^ /(0,0) + A(0,0)x + //0,0)^ = x + > 

从而 arctan 々 j" + > 

【3245】 用微分 替换函数的增 M ， 近似 计算： 

(1) 1.002 • 2.003 2 • 3. 004 3 ； 




(3) /1.02 3 + 1.97 3 ； 

(4) sin 29° • tan 46 °； 

(5) 0. 97 L05 . 

解 （1) 设 

则当 U 丨，丨 ：y 丨，丨 ：r 丨很小时，有近似公式 
f(x,y^z) ^ 1 + mx -\-ny + lz, 

于是 1. 002 X 2. 003 2 X 3. 004 3 

= (1 4-0. 002) X 2 2 (l+^-|^) 2 X3 3 (l + ^|^) i 

& 1 • 2 2 . 3 2 (l+0.002 + 2 • ^|^+3 . 

=108. 972. 

(2) 原式 =(1+0. 03) 2 • (1-0. 02)十1+0. 05)4 

~ 1 + 2 X 0. 03 +(— + )(— 0. 02) + ( — j) X 0. 05 
^ 1.054. 





(3) 原式 =(1.97)^[ l-f ( y ^)] ：， 


y 卜音 

〜 2. 958. 

(4) 设 J \ jc , y ) = sirLrtanjy ， 则有近似公式 

f ( x ^ y ) % sirLTotan^o + cosx 0 tan > • (x — x 0 

cos- 


现令 A 


J ^ — ^o 


180' 


.y-^o 


丌 

丽， 


sin 29° tan 46° ^ sin 晋 tan 子 + cos 晋 tan f • (— ) 


sin 


cos 


2 JL 


(ifo) 


^ 0. 502. 


(5) 设 f ( x ^ y ) 


由于 /^( i ， i ) = ^ = 1^ 

/,d,i) = £/(i^)| >=i = o, 

于是: r v & x ， 从而 0. 97 1 * 05 ^ 0. 97. 

【3246】矩形的边长 x = 6 m ^ = 8 m . 若第一个边增加 
2 mm ， 而第二个边减少5 mm ， 问矩形的对角线和面积变化各是 
多少？ 


解矩形面积 S = * r _ y ，矩形对角线/ 


T 7 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


△S 义 ），dr + xdy.Al ^ 


: rdr + 


A 2 +y 

以 a * = 6000,^ — 8000 ，dr = 2 ： dy =— 5代人上式有 
△S 〜8000 X 2 + 6000 X (-5) 

= 14000( 平方毫米）=一 140( 平方厘 米). 

A/ ^ 6000 X 2 + 8000 X (- 5) ^ . 0 。,盘止、 


y 6000 2 + 8000 2 

于是对角线减少约3毫米，面积减少约140平方厘米. 

【3247】扇形的中心角 a = 60°•要增加仏= 1°. 为了使扇形 
的面积仍然不变，扇形半径 K = 20 cm 应该减少多少？ 

解扇形的面积 


2. 8( 毫米) • 


R 2 a, 


于是 AA^dA = /^dR + yi ? 2 da . 

由 AA = 0有 

20 X 吾狀 + X 20 2 X ^ 0 

0 L loU 


于是 


dR 


(厘米） 1.7( 毫米) 


从而应当使半径减少约 L 7毫米. 

【3248】 证明： 乘积的相对误差近似地等于乘数相对误差 
的和. 

证 设 w = xj ， 

则 du = jdjy + ydr ^ 

从而 ^ = ^ + 

u x y 

取绝对值，有 



上式各项皆表示该量的相对误差. 




V 吉米多维奇数学分析习题全解(五） 

【 3249 】 在测量圆筒的底半径尺和高度 H 时取得以下 结果: 
/? = 2.5 m ±0.1 171;/^ = 4.001土0.2111 

在计算 圆筒的 容积时会有怎样的绝对误差 A 和相对误差5? 
解体积 V = 7 ri ? 2 f /， 于是 

AV ^ d V = 2 nRdR -\- nR 2 dH , 

以尺 = 2. 5 ，H = 4. O.dR = 0. l f dH = 0.2 代人上式，有 

AV ^ 10. 2立方米，瓜= |^| = 13%. 

【 3250 】 三角形的边《= 200 m ± 2 m ， 6 = 300 m ± 5 
它们之间的角度 C = 60° 土 1 °.在计算三角形的第三个边 c * 时其 
绝对误差是多少？ 

解 由余弦定理 

c 2 = a 2 -\- b 2 — 2 aAcosC , 

有 cdc = uda + bdh — bcosCda — acosCdb + oAsin (' d (\ 

令 a = 200 ,b = 300， 

r = v /200 2 + 300 2 - 2 X 200 X 300 cos 60 ° ， 

C = f ， da = 2 ， 

d6 = 5, dC = l 80 , 

于是 dc * & 7. 6 米. 

从而第三边 c * 之绝对误差约为 7. 6米. 

【 3251 】 证 明：在 (0,0)点连续的函数 / Cr ，： y ) = x/T^r 在 
这个点上存在两个偏导数/^(0,0)和//0,0)，但在(0,0)点上 
不可微. 

说明导数八 Cr ，： y ) 和 / y U , y ) 在点(0,0)邻域中的性质. 

证 / x (0,0) = £;[/ Cr ,0)] 。= 0, 

八 (0,0) = >[/(0， < y )] =0. 

dr 产 o 
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. 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


lim /( U ) -/(0,0)-八(0,0)了一/、.(0,0)} 


lim 





当动点 (* r ， 30 沿直线 3 ，= )^趋于点(0,0)时，显然对不同的々 
有不同的极限值因此•上述极限不存在，即在点(0,0)， 

/TTF 

J \ x ^ y ) — ,(0,0) — 八(0, 0)1 — y ( 0 ^ 0 )y ^ o ( p ) 

其中 p = V J ： 1 -r y 1 • 从而/ I 巧 I 在点 (0,0) 不可微.易求 

"0， 

八 (u )= 0 ， ： 2 +y = 0 ， 

无意义， x = 0 ,y ^ 0 . 

W 此， /“ AjO 在点(0,0)的任何邻域内皆无界及存在无意义的 
点，冇类似 性质. 

【3252】 证明： 函数若 P + ： y 2 关 O ^ fU . y ) = 




0， 


^ 2 +y 

x 2 +y = c 


在点 ( o , o ) 的邻域是连续，并且存在有界 


偏导数八 CrW 及 /. v Cra )， 但是这个函数在(0,0)点上不可微. 
证 /( x ，3；) 在 j * 2 + y # 0的点连续，又 


I /( ，，： y) I 

\\ mf ( x , y ) 


r p + y 




+y 


=» = 


/(0,0). 


于是 /( X ，： v ) 在点 (0,0) 的邻域连续. 


fAjr ^ y ) = i (^ 2 +： y 2 )寸 


当 p + y 參 o 时， 


， x 2 -\- y 2 ^ 0, 
x 2 + y 2 = 0. 
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由 I fAx . y ) = 1， 

(y ) 7 

有 j \ Lx , y ) 在 (0,0) 点的邻域内有界，同理 /. vb ，)，） 在(0,0)点 
的邻域内有界. 

由 八（0,0)=八（0,0) = 0， 


lim 


(: r ， v ) 


(0,0)— j /、(0,0) 

P 


\( 0 , 0 ) 




不存在，于是 /( I , W 在点 (0,0) 不可微 • 

{(j 2 + y )sin ~^ •/ + y #0 

【 3253 】 证明 : /Cr ，： y)=j 了 +y 

10 , or+y =0 

函数在点( 0 , 0 )的邻域存在偏导数 / iCro ) 及 /,Cr j )， 它们在 
(0,0) 点不连续并 R 在此点的任何邻域无界，但这个函数在 (0,0) 
点可微. 

证当 j* 2 +y 关0时， /,( i ，： y )，/^ Cr ，： y ) 皆存在，且 

/ 々 ，))= 2 乃 i n ： ;r ^-^y CO S7 ^， 

( -r 'I、= 9 Moir> me --- • 


八 Cr ，： y) = 2j;sin -p^ycos ， 


又 


八（ 0,0) = lim 


，0)-/ X 0,0) 


lim.rsin 


/ v (o,o) = lim /(^)-/( _ o』) _ = lim ^ sin i 

y-o y y^o y 


于是在 (0,0) 点有偏 导数. 

又由 f r s ( }- —— ， 0) = - - - - sin2y ； 7r — 2 \/2mrcos2;?7r 

v 2 /m V 2 nn 

=— 2 V2mi oc(n ->■ oo ) ， 

因此， /%( x ，： y ) 在 (0,0) 点的任何邻域内无界，因此/\(^，^)在 
(0,0) 点不连续，同理 f y ( x , y ) 在(0,0)点的任何邻域中也无界， 
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2. 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


从而 /. v (* r ，： y ) 在点 (0,0) 处也不连续，但 /( hjy ) 在(0,0)点可微 
分，事实上 

八 (0,0) = , v (0,0) = 0， 

且 lim /( u ) -/(0,0) — 0/。(0,0) -： y /’ v (0,0) 

p-° P 

= lim %/x 2 + y sin ~t = 0. 

j*** +y 

于是 / Cr ，： y ) = /(0,0) + x / / ,( 0 , 0 )+ 3 ；/^( 0 , 0 ) + 0 ( 〆 ， 
即函数 /( xoO 在 (0,0) 点可微分. 

【3254】证明 ：在某 个凸域 £： 具有有界偏导数/ / u ) 和 
f 的函数 / U ，： y ) 在这个域内一致连续. 

证由八 ( x ，： y ) 和/ ,( o "，： y ) 在 E 内有界，于是存在 L >0, 
当 Cra ) 6 E 时，有 

I 1< 舍 ， I /,(^ ，： y) l<y. 

现在 £* 内的两点 

1°若以 I ^ P 2 I 为直径的圆（包括圆圈在内）皆属于 
E ( 3254题图 （ 1 )) ，则点 P 3 U ,% ) 及线段 h P3 ， P 2 尸 3 皆在 E 内， 
于是 



3254题图 （1) 

I /(:i ，《 yi) —/(a ，％) I 

^1 /( 了 I，: Vl) — f(jT\ ， : y2) l + l /(*Tl ， y?) — /(12 ， }2) I 

=| I • I .y, —y 2 l + l f\(rj ， y 2 ') I • 丨 ; I ， 

其中 S 介于％， A 之间介于 A 之间，由偏导函数的有界性， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


有 


/(工1 ，* yi ) — 、 


^ T I ^1 


^2 


I++I 


^1 


L 


< Y v ( x , — x 2 ) 2 + (^1 — y - i ) 2 


+ -?r v — x 2 ) 2 + (^i — yz) 


= l v ( j：i —x 2 y + (% —y 2 y 2 ， 

也就是丨 /(/^)-/(户 2 ) Pih I • 

2° 如 3254 题图 （2) 所示, P, G E ， P 2 e E, 但点 Cr〖，：y 2 〉 和 
(my) 不一定属于 E, 由于 P! 和 P 2 均为 £： 的内点，于是存在 K 
> 0,使得分别以 P,，P 2 为圆心， K 为半径的_(包括__在内）皆 
在 E 内，作两圆的外公切线 QQ ，及 Q 2 Q 3 ，则由切点均在 E 内知， 
矩形 Q.Q.Q.Q； 整个落在 E 内. 



不难看出，在直线 P,P 2 上可取足够多的分点. 

P x = M 0 9 Mi = P 2 * 

使 I Mk-iM k |<C 2R,k = 1 ,2,…， w， 

则以 I 为直径的圆全落在矩形内，从而也在 E 内，于是 

I /(P ,)-/( P 2 ) |<2 I / W )-/( Mh ) I 

灸=1 

<2^-1 順 ㈠ i = l - S II 

*=i ^=i 

= ^•1 PiPz I . 
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• 偏 导函数 多 元函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 

于是对£：中任意两点，函数 /( P ) 满足李普希兹条件. 

对任给的€>0,取谷•，当 p , eE , p 2 eE 且丨 p , p 2 |< 

5时，有 I /( P ,)-/( P 2 ) |< L -| P » P 2 \<LS = e . 

则函数 fU ， y ) 在 E 中一致连续. 

【3255】 证明: 若函数 /( xj ) 对变董 (对每一个同定值 JO 
是连续的，对变量^具有有界导数/，(心^)，则这个函数对于变 
量^和7的总体是连续的. 

证 任取^(^，:^^^且以仏为中心的一个充分小的开 
球有 GuCZE , 设在 G u 内，有 | f \ Xx , y ) 于是，当 Cr , 

y ),{ x , y f， ) 属于 G 0 时，有 

I /(I"’ ）一 /(:，/) | = | / y (x 9 $) | • | y — y I 

<^L \ y — y \, 

其中 $ 介于:/与 / 之间的一数，因此，由 3206 题结论知 /( x , j 0 在 
Go 中连续，于是在 P 。 点连续，由 Pu 的任意性知 f ( x , y ) 在£：内 
连续. 

在下列各题中求出指定的偏导数 (3256 〜 3265). 


【 3256 】 

d'u d'u d A u 

ar 1 'djr ^dy 'dx 2 dy : ' 

若 

U = 

x — y + x 2 + 2xy + y 2 + j * 3 — 3x 2 y 



-y+x 4 -4^ 2 y+y. 

解 

d 2 u 
Sx 2 

= 2 + 6x — 6;y + 12? — 8y 2 « 


dx^ 

= 6 + 24r, 

于是 

d A u 
打 4 

0A Vm. a d l U 

— 24 ， W 办 = 0 ， W = 16 . 

【 3257 】 

w 若 M_ : ln ( 巧 ). 

解 

T x 

— ln(xy) + 1 ， -r-7 — — » 

dx L X 


— 65 — 




于是 


a 3 u 




o . 


【3258】 


d 6 u 


，若 w = x 3 s\n y + jy 3 siar. 


解 


ar 3 办 

3 u = 6 sii\y 十 jy 3 sin(J ， + 孕 )= 6 sin 3 ； — y cosj-. 


于是 


d^u 


^) x 3 dy 


6 sin(y + 孕 )— 6 cosj* =— 6 (cosy + cosa) 


【3259】 
解由 


z -| V^ w = arctan + n 

oxayoz \ — xy — xz — yz 


有 


u = arctanj' + arctanjy + arctanz + a7r* (a = 0, 士 1 ) 
3 s u 


c)xc)yc)z 


0. 


【3260】 




解 


dxdydz 

H 2 u 


，若 “ = 


^ocdy 


-\- xyz 2 ^ , 


于是 


d 3 u 


fixclyfiz 


e 0 , +xyze^ + 2xyze^ +x 2 y 2 z 2 ^r z 


【3261】 

解设 


d x u 


dxdyd^drj 


> x ( l +3^ z + x 2 rV ). 


•若 w = In 


1 


V (•!* — 6 ) L ’+ (y—r/) 2 


v (x — ^ + (y — rj) 


则 


— lnr. 


r)u 


<)r 

T x 




d 2 u = 2( a ■ — g)( v — ? ) 


c ) x^y 

d 3 u 

c ) xc ) yc )^ 


2(y — 7j) , 8 (.r — ^) 2 (,y — rf) 
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. 偏导函数 多 元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


于是 


rV U 




8 ( V ~ ' rj) : 8 ( 0 * — 


48(x-f) 2 ( 


48(x-g) 2 ( 

r 8 




【 3262 】 d m 若 w = (x — xo) p (y — yn) q . 


解 


于是 


cVu = 
^ 一 


P\ • ()，— >>*" 


p\q\Apjq 6 N). 


132631 


解 Li 




cru 




ay ， 1 一、 

由卨阶导数的莱布尼兹公式有 


£^ = (_1)B， * 2(w!)， 卜卷 [ Cr - 1 ， 

+ ci ^ (： y ) . f [ c r - 1 ， 1 ]} 


, y X « . I (ni + 1)(/7! + 

(- 1 ) ^!-( - (J - 尸厂 


(j — y) 


nr - n 


-l) w (m + / ； -l)!( 
Cr-jyr—* 


132641 錶，若“ 


(j 2 + y 2 )e^- v . 


解 


易知 


3 … u 


(x 2 +y )e^. = jV • e v + y- e v 
=e r • /e v . 


U\ + u 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


由莱布尼兹公式有 




Sx m dy n 


= e 命， V ) 


d U / v、 … 9 , 9 、 <1^ 
— Se)+Cn _ {y)l _ 


3 y ^ i 9 广“ 


同理有 


于是 


^ y n 


clx m dy n 


e^{y +2ny-\-?i(Ti-l)}. 

e 广 - v {a * 2 + 2 mx m(m — 1 ) ; • 


dj ： , n cly n ^ clx m n y f, 

e ^ O ’+ y +2// 

+ rt(n 一 1 )]. 


+ 2ny-\-m{m-\) 


【3265】 


解 


ar 分 yW 

cl^ r U 

f ) x p cly ^ clz r 


，若“ = xyzQ Tiy ^ z 


dj ： p dy p f)z r 


(xe J • je v • ze z ) 


=e J (x+ p) • + g) • e r (z + r) 

= e^ z (x-\-p)(y + q)(z + r). 

【3266】若 f(x 9 y) = e^siny ，求 (0,0). 




解 = e J si 


【3267】 证明： g W = /Cryr) 则 


sin 


W 7 T 


dxdydz 


F(0, 其中 


az， 并求出函数 F. 


证 


du 


⑴， 
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• 偏 导函数 多 元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


于是有 


a 2 u 二 

0 x 3 y 
沪 u 

<) xcfy 3 z 


: yzf \ t ) • jr : + :/’(/)， 

-x 2 y 2 z 2 r(0-h2xyz/ / (t)+/(l)+xyzf / \t) 

= : W ⑴ + ZxyzfU 、 +/(/) 

=/ 2 广(/) +3/’⑴十/⑴= Fit ). 


【 3268 】若 


u = x' — 2x { y — 2xy^ + y A +x 3 — 3x 2 y — 3xy 
+ y + 2x 2 -xy + 2y 2 +x^y+l. 


求 d 1 u. 


导数 _ ，蟲，為蟲和_ 等于什 么? 


解 d 4 “ 


24d^ -2Cld 3 U 3 )dy-2Cl d.rd 3 (y 3 ) + 24dy 
24(dr , — 2cLr 3 — 2dxdy 3 + dy ) ， 


由 d 1 w = (dr ^ 


dy fyi U 


心 = ?4,—— =_ 12, 


丨 W n ry ^ ' U o a 

^7 =_12， rV = 24 ' 

在下列各题中求出指定阶的全微分 (3269 


3278). 


【 3269 】 d 〜, 若 “ = i 3 +y 3 — 3 巧 ( 了一 ）)• 

解 d : u = 6( d J*' + dy A — 3dr 2 dy + 3drdy ) • 

【 3270 】士“，若 m = sin (x 2 +y )• 

解 c\u = 2 xcos(o- L， + y )dr + 2 ^ycos(«r 2 + jy 2 )d )， 

= 2(0^ + yc^cosC j 2 +J 2 )， 
dw = — 4sin(j 2 +y )(jdr+ ： yd 30 2 
+ 2cos(x J + y 2 ) • (dr 2 + dy 2 ), 
d : u = — 8cos(x 2 + y> • (xcLr + ydy) 3 

— 8 sin(j * 2 +y ) • (xdr + 3 »djy) • (dr 2 + d^ 2 ) 

— 4sin(x 2 + y ) • (: rdr+ 3 ^ 3 ;) • (cLr'+dy) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


有 


有 


有 


=— 8 ( xdr + ^^) 3 008(0 - 2 - {- y 2 ) 

— 12( jdr + (dr 2 + dy 2 )^\n(x 2 +y )• 

【 3271 】 d 1 “，若 w = In (x y). 

解-=扭壬办， 

•r+：y 

H io ;/ = 9!(dz+dy) 10 
d (: +， • 

【 3272 】{’“，若 w = cosxchy. 


于是 d% 


解 


^u=(dr£ + dyf y )\ 


【 3273 】 
解由 


= — cosxchjclr’ 一 6siarsh.ycLr dj / 

+ 15cosxch < ydr , dy + 20siarsh.ydr ^ dy^ 

— 15 cosjchy dr 2 dy — Gsirushyclrdy 
+ cosj'ch^yd.y 6 

= — (dr“ 一 IScLr'dy + I5dr 2 dy' — dy )co^rchy 
— 2d.rd3 ； (3cb l — lOdr'd^ 2 + 3dy ) • sirLrshjy. 
士…若 w = xyz. 


^ x = d 2 y = d z z = 0 ^ 

d^u = d^Cxyz) = CldxdHyz) 

= 3 cLr • (Cld^d^) = 6d.rd.yd2. 

【 3274 】 d l “， 若 w = In )• 

解 由 w = j.lnr + ) 111 》+ z\nz 

d A u = Ulrrr ) ⑴ dr 1 + ( 3 Vy) ( "dy + (z\nz) (V dz 

= 2 ( 竽 + 梦 + f). 

【 3275 】 d n u ,^u = 

解 由 ( or 十知 ）= 0， 

d n u = d"(e ar ^) = e rt [d(ox 

=e ar 呶 （ adr + 6 办 )". 

【 3276 】，若 w = X(x)Y(y). 
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. 偏导函数多元函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 


解 d n u 


r# 

- cm ： y) 

务 =0 

^C n X { - k) (x)T k) (y)(h^ k dy k . 


【 3277 】 d 〜，若《 = f(,x + y + z). 

解 由 d 2 (i + ：y + 2：) = 0 ， 

有 d n u = f r,, (,x + y + z) • (cLr + djy + ck)”. 

【 3278 】 d w M ，若 w = e Ar ^ r . 

解 由 d 2 (ox+ 知 + cr) = 0 ， 

有 d n u = (c/dr 十 bdy + cdz)\ 

【 3279 】设 PiCrad) 为， / 次齐次多项式，证 明： 
d n P n (x,y 9 z) = n\P n (.du^dy,dz) 

证设 P tl U,y,z) 是形如的单项之和，其中 A 为常 
数， P ， (h r 皆为非负整数，目 .P + (/ + r = w ， 

由微分运算对加法及数乘运算是线性可交换的，因此 
只要证明 d w (^^ r ) = ?i\dr fi dy lf dz r 就足够了 • 

而 

= cnnw) - d r (z r ) 

= ； rr /i 》「 i [ c “ d<>(J ” d,(y) • dr(2r)] 

=/ilcLz^dyd^. 

【 3280} 设 


Aw 


ar ^ 0y 


若 （ 1) 


， M o I 

求解 Aw 和 A 2 


( 2 ) 


In Vx 2 + y 2 ， 


解 


⑴砮 


= A(Au). 

V 2 - x 2 clu 
U 2 +y 2 ) 29 3y 


• 2 +y ) 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



于是 


( 2 ) 


Au ■- 
A 2 u 

c)u _ 


j ： (y 2 -j： 2 ) 2xy 2 = 
Cr 2 + ： y 2 ) 2 Cr 2 +y) 2 — 

: A(Au) = A (— u) =— Au 




X du 

jc 2 +y 2 


+ y 2 


于是 


Aw 



x 2 +y : 

A 2 u — A(Au)= 

【 3281 】设 


+y 


dhi 


^(1) u = siarch ^； (2) m = In /:r 2 + y ，求 Au, 


(1) 


3 2 u 


Ky ， 




siarchy ， 


于是 Aw 


于是 


△w =— siarch^ + sinxch^ = 0. 
r?、 — 30 “ — y 2 — x z 

Cr 2 +y) 2 

由对称性有 

3 2 U = X 2 — y 2 

^7 _ Cr 2 + ： y 2 )” 

a — y 2 — x 1 , x 1 — V 2 


【 3282 】设 


Cr 2 +/) 2 


△… 馐 ) 2 + ( 堯 ) 2 + 馐 ) 


及 


A 2 w 


\dx) 1 \9y/ 

Sr u , d 2 u , d 2 u 

dP ay^a? 


若 （ l)«= x 3 +y+z 3 - 


(2) w 


+ y + 2 2 


求 w 和 A 2 w. 
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偏导函数多元函数的微分第六章 


解 (1) A,w = 9[ Cr 2 — w) 2 +(y — 2 x ) 2 + ( y — 巧) 2 )] 

A 2 M = 6(x + ^ + z). 

( 2 ) 令厂= v / r 9 + y + z 2 . 


于是 


Hu 


1 rV 

7 万 




clx 2 

由对称性有 


+ ^Tjc 


Aim 


(x 2 +y+ 2 2 ) z， 


•=( -長 + 亨 )+( - ★+ 莩 )+(-++ 钓 =。. 


求下列复合函数的一阶和二阶导数 (3283 
【 3283 】 u = f{x 2 +y 2 +z 2 ). 


3285) 


解 


rlu 

3x 

d 2 u 


2xf\x 2 +y 2 +z 2 ), 

2/(x 2 + y + z 2 ) + Ax 2 /\x 2 +y + 〆 ）, 



AxyfCx^y+z 2 ), 


由对称性有 


^■=2yf\x 2 +y 2 +z 2 ), 

rJ y 

= 2zf\x 2 +y 2 +z 2 ), 
0 = 2/(x 2 +y 2 -hz 2 )- 

9 丄 、,2 4 _ 山 4 


2/(x 2 + y 2 + sr) + \y 2 f\x 2 + y + z 2 ) ， 

參 

2/(x 2 +/+/)+ 4z 2 /(x 2 + / + z 2 ) ， 
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cfy^z 

3 2 u 


4 yz /"’(jt 2 + y + ^) ， 
\xzf (x 2 + y + z 2 )• 


【3284】 u = /(jr,^j. 


解 


f)u 

aJ* 


，和爹 )+ 士 /2 «) 


r) 2 U 


J 


X 

y 


), 


^ u 


£ty = 一 ? //|2 (0— 2 hf)~p f 


“ 卜， f)+ f^ 12 i x 'f) + 7^ 2z (:，,)， 

)+系八 2 « )’ 


22 1， 


.2 

.V 


:)• 


这里/ m / z ，/、，/、，/^ 皆指按其下标的次序分別对第 
一、 第二个中间变 M 求导函数，以下各题类似符号以该题意义相 
同，不再详细说明. 

【3285】 w = f(j\xy,.ryz). 


解 


(iu 

Tor 


j J \ (j* ， j) ，々 2) + > y/’2(u > y ， .r3 ； 2：) 


+ yzf f zix.xy ^xyz). 

将 / "i ix,xy ,xyz), f 2 (x,jcy ,xyz), f z {x,xy ,xyz ) 简记为 

/^/2,/”于是 


f)u 

c)u 

fl y 

3u 
Jz • 


f \ + yf f 2 + yzf\ • 

:/’ 2 + JCzf\, 

: *y/’3 ， 

=fw +y/ f i2 + y^/ f n +*y(/’2i + yf\i + yzf ^) 




• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


+ +yf 32+3^,33 )， 

由 / \2 = f, 2 \ ，/^13 = y ^ 31 ，/,23 = ， 

^ = f\\ +//’22 +/ #/’33 + ^yfn 


+ 2^r !3 +2yz/ / 23 . 


同理有 

(f_U 

^7 


JC 1 f 11 + J * 2 :,23 + JC 1 z /\ 2 J rx l z z f l 
or fzz + 2x 2 z/\ 3 +y /’ 33 ， 


0 = :V/〜” 

r ? 2 W 〆/ , 


()x(iy 


^/ r i2 + oczfn +/2 + Jcyfi2 + ocyzfr, 

+ zf\ + xyzf zl + xyz 1 

J：y f 22 +xyz 2 + xf\ 2 + xzf\ z 

+ 2xyzf lz + j\ + zf\ , 

J^yfn + jry 2 / f 23 + xy 2 z/\ z + yf\ , 

-r 2 y/ f 22 + x z yzf\ 2 +W 


【3286】心=/(攻一，求盘. 


U 

c)xr)z 



解 


f 是 


flu 

Tjc: 

() 2 u 
r)jrcly 


=/’" + V12 + 八 + yf\\ + 


f ii + ^x-\-y)fn -\-J 0 yf \2 +/2. 



【3287】若 w = f\x + y -\- Zna 2 y 2 十：? 2 ) ， 求△“ 


d 2 u 

dx 2 


^u^diu 
dy 2 dz 2 

解 


c)u 

Ihc 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） _ 

0 = A + 2x/ / lz + 2/ 2 + 2xf zl + 4: 2 /' 22 

= f\\ + Ax/\ 2 + 4x 2 / / 22 + 2/V 
由对称性有 

= /’II + 4^12 + W’22 + 2 /" 2 ， 

jj = fn + ^zf'n + 42 2 / / 22 +2/ 2 , 

从而 △“ = 3/ 'll +4CT + J + 20 .广 12+4(/+/+2 2 )./"22+6/’ 2 . 

求下列复合函数的一阶和二阶全微分 （ Xd 和 Z 为自变 

量 >(3288 〜 3301). 

【3288】 w = /(O, 式中 / = x + y. 

解 du = / "(/Mdr + djO • 

d~u = dy) : . 


【 3289】 w = / ⑴，式中 


2 

x 


解 du = /(t) 


•rdv — vcLr 


.r 


= ，⑴• (吻〒好 - 2 ，⑴ • d^(^dy j ^ cLr ) 


【 3290 】 u = 
解 dw = f 


/( Vx 2 +y 2 ). 
xcir + yc\y 

9 ypry 9 


d 2 “ = 疒 • ^^r±^yl ： 十疒 • ( ydx- xdy ) - 

j2+ -y 2 (x 2 + y 2 y 

【 3291】 w = /(/) ， 其中 / = 

解 dw = / "(/Myrdr + 及办 + ： 0^2：) • 

d~w = f \,) (y:dr + •rzdy + j^d:) 2 

+ 2/ (/) (cdrdy + ydrdir + xdyds：). 

【 3292 】 “ = /(/+/+#)• 

解 did = 2 f J • (j*cLz' 4 - ydy - 1 - zdz ) • 
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2- 偏 导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


d 2 u = 4/" • (xdr + ydy + zdz) 2 + 2/ • (cLz， 2 + d)〆 

+ d^ 2 ). 

【3293】“ =/($，▽) ，其中 $ = ax ， rj = by • 

解 du = a/'idar + bf^dy, 

d 2 w = a 1 f\\ dr 2 + 2abj J \ 2 + If f 22 dy 2 . 

【3294】 “ = /(芒， 7 )，其中 $ = = a.-：v. 

解 du = \ • (dr + d^) + f 2 • (dr — dj) ， 

d : u = f\\ • (cb' + d.y) 2 +2/" 12 • (cb — dy 2 ) 

+ /’22 • (cLr — dy) 2 . 


【 3295】 “ = /( 芒， 7 )，其中 $ = jy, rj = 今 • 

解 du = /i • (jydr +-rd^) ~r f z • 

d :’《 = /’ii • (: ydr + _rd ： y) 2 + f 22 • (- vcl : ~ Jtl -> ,) 
+ 2/ 12 • y 2 ^ 2 -/^ 2 +2 /, • dzd3 - 


— 2, • ( -V^lr — jrdy) d y 


【 3296】 w = f(x + y,z). 

解 （]“ = /' • (cb* — dy) + J J n • dz^ 

d 2 u = / u • (dr+ dv) 2 +2/ ， / i2 • (cLr+ 01 ^) 0 !^ + /’rdc 2 . 


【 3297 】 u = f(x + y + z.x 2 +y 2 +z 2 ). 

解 du = / ； i • (dr + d^y — ) + i f 2 • (*rdr T^yclj» + 2 (J ； r ) ， 

d "u = f’w • (cb* + dy + dz) 2 

+ 4 广 12 • (cb + d.y + ) (xdr + ydy + ) 

+ 4/ 22 • (xdx + ydy-\-zdz) 2 
+ 2/ 2 • (d.r 2 +dy+dsr 2 ). 


【 3298 】 u = 

解 d M = /,. x - ^ y + / 2 . ^y-y^ . 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


d 2 u = / 


II • 


cLr -丨 jdjO 2 • (2 ： d_v ^_ydz ) 2 


+ 2 / 
-2 / 


12 * 


(vdr — a*dy)( 2 ：d 


ckr) 


【 3299 】 
解 du 
d 2 u 


【 3300 】 
解 du 
d 2 u 


【 3301 】 


解 du 


d 2 u 


求其 cTii 
【 3302 】 
解 d n u 
【 3303 】 


— 2 f ，• ( ycLr — xdy) dy — • (zdy — 

u = f(x^y^z ) ，式中 a* = t^y = / 2 ，之 =/ 3 . 

=(/, +2// / 2 + 3/ 2 / 3 )d /， 

=(/’H + 4/ 2 / ， 22 + 9f 1 , 33 + \tf \2 + 6, 2 广 3 
+ 12/V" 23 +2/ 2 +6// ， 3 )d/ 2 . 
u = /( f ， 7 ， f ) ，其中 $ = = ^，（ = n 

=uf r { • cLr + 6/’2 • dy + cf^ • 

= a 1 f w • dr 2 +b 2 f 22 • dy +c 2 / f S3 • dz 2 

+ 2 al)f f \2 • drd^ + 2ac 广 。 • cLrcb + 2bcf\^ • 

dydz. 

“ = /(e ， 7 ， P , 其中 

i 2 +y, 7 = z 2 _ y ， ？ = 2x^. 

= 2 / / j • (adr + ydy) +2/ / 2 • (xcLr — ydjO 
+ 2/ ， 3 • (ydr + xdy) 9 

= 4/ ，， n • (xdr + 3 ; djy)* + 4 / \ 2 • (o*cLr — ydy)~ 

+ 4/ 7 3.1 • (ydr-\-xdy) ~ +8/\ 2 • (x 2 dr ' — y ? dy 2 ) 
+ 8/"| 3 • ( xdj ： 4 - ydy ) (.ycb* + xdy ) 

+ 8/"23 • (*rdr — ydjOQcLr+ XCI 3 O 

+ 2/, • (cLr 2 +dy) + 2/ 2 • (dr 2 -dy) 

+ 4 / " 3 • drdy. 

，设 （ 3302 〜 3303). 

u = /(or + 6 y + or). 

= /” 、（虹 -\-by+cz) • (“dr + /xl：y + (.d;rr. 
w = f(ar ， by ，ar )• 


(acb' + bdy + cdz ) ;/ 


解 d ,r u = (“dr 




dz 死） /( 彡， 7 . C ) ， 



• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


其中 


$ = clt 9 7 ] = by = cz. 

【3304】 w = /($， 7 ，（)， 式中 

令 = a\x-\-b x y-\-C\z,rj = a 2 J ： b 2 y + c 2 z, 
(= a 3 x + b 2 y + C3Z. 


解 


d"u = ^(aidr + Ajd^ + Cidz) ^ 


+ (a2(iz' + bzdy + c'2c\z) — 


d V 


+ (asda- + /; 3 d.y+ c* 3 dc) 義 ] 


[dr( ai | + a 2 ^+a 3 ^) 

+ d^| + 6 2 | + 63|) 


d+ 羞 +r 2 


4 + r3 #)T 


)]’’/(?• ? ， P. 


【3305】 


其中 


设 

/(r), 

Vx 2 + y + , k f 为可微分两次的函数.证明 


△w = F(r) ^ 


cTu 


其中 _ +0+0为拉普拉斯算子，并求出函数 F . 


解 i = ，⑺ 

由对称性冇 

|! = /v) 


7 


r+/(r) •- 


^+/(r) • 


， 2 v r 2 —z 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


Aw 


|f =/(,)+2/(,). 1 = F(,). 


于是 = + = /⑺ + 2/(r) • 丄 = F(r). 

ax^ dy^ dz^ r 

【3306】设〃和 1 ；为可微分两次的函数，为拉普拉斯算子 
( 见例题 3305) . 证 明： 

A(uv) = uAv + vAu + 2A(u,v). 


其中 A(u 9 v) 


证 △( 


du dv , du dv ' du dv 
dx dx dy dy dz dz' 


d 2 (uv) 
Or 2 一 


d 2 (uv) 

dy 2 

d 2 u , 


d^(uv) 

9z 2 


(“ 0 + 普 + 2 砉蠢) 


V dz dz dz dz / 


uAv + vAu + 2A(ufv). 


【3307】证明 ：函数 

m = In \/(x — a) 2 + (y — b) 2 
Q 和 A 为常数）满足拉普拉斯方程 . 


d 2 u , d 2 u 

a? 


o 


证 


du 

dx 


d^u 

dx 2 

由对称性有 

Sru 

dy 2 

于是 0 


Cr-a) 2 + ( ： y-6) 2 ’ 

(y — b) 2 — (:r — a) 2 

[Cr — “） 2 + ( ： y- 办 ) 2 ] 2 , 


(x — a) 2 — (y — b) 2 
" [(x-u) 2 + (y-b) 2 J' 

^ = 0 
办 2 • 


【3308】证 明：若 函数 “ 
题 3307 )，则 


W Cr ，： V) 满足拉普拉斯方程(见例 




• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


v = u {^ 


+7^ 


也满足这个方程式. 
证设 


c = ^ r + y ，7 = ^ 2 + y , 

则 = u (^，7 j ). 

从而 v ^ = u ^ - (△ ) 2 + w "” • (^) 2 4- 2 u \ • S I • rj 

• C + w’ 7 • rj ’^， 

心 =•（ C ) 2 + •（7、) 2 + 2|/’勿 + 

u \ # 〆 ’》，+“、• C . 

由 = ( ： r 2 +y ) 2 = 一 7 ，， 

〆 = _ 2jry _ / 

^ y ~~ ( x 2 +y 2 ) 2 = 

^yy = y = ( 々、 ) 、 = - 运 ’rr ， 

Vyy = (rj'yVy = (—〆:)’，= (^y)\ =_ tfxt ， 

及 w % + w " w ( e , 7 ) = 0 ， 

有 △!； = V a + Vyy 

= “"芘 • (^^)" + • (, 7 j T ) 2 +2 m \ • 

+ r( a + d • 壬 • (rf T ) 2 

+ “ \ • (—^y +2w\ • 7〜(一〆：） 

+ •（— C ) + i/ 9 • (— 7"xr ) 

=( w % + w // 77 )[(^) 2 + (7 x ) 2 ] = 0 . 

于是函数 l 也满足拉普拉斯方程. 

【3309】证明 ：函数 

1 / = - P 4 “ 2 / 



Q 和 A 为常数）满足热传导方程 


du 

~at 


4 



吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


证 普 = 8 ^ v7^ e 



• [(x — 6) 2 — 2a 2 ，]， 


du 

dx 


x — b 彳 
4a 3 / v/rr/ 



dr u _ 1 彳 

办 2 8a 5 / 2 JVt 


7 • \_(x — b) 2 — 2a 2 1]. 




2 d^u 


蒙〜 2 P ， 即函 数“满 足热传导方程 • 


【3310】 证明： 若函数 M = u(T,t) 满足热传导方程（见例题 
3309)，则 函数： 

也满足这个方程. 

证设 




1 

7T 


y 


这是3309题中的闲数 w 乘 2>/t^ 且令6 = 0而得到的，于是它满足 
热传导方程 

显然有 i =- =- g- 


令 卜心 “ ） = 含 ，” = v ( t) =- 表， 




，爸 JT = 0 , 


A 




^7^ 


V = ZL'(x^t) • U($ ， 7f ) ， U JJ = a u\, 

V t = vJ t • U +W • (W’c- • C / + • 7] f ,) 


a z w 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


+ u .. [心 • (古)]， 

v J = vJ s • U + ZLU^ • 

Vxr = TXV • U-\-2vj x • U^ f x + Vdi'^ • (cx) 2 + 灿 〜 • C 

= XL: 、 • M + 2 ( -贵) • (5)+咖、 • ( A ) 

=xi * U — + 

aU z a l r 

比较 V , 和 w " xr ，有 

/ ? tf 
v , = a^v ^ , 

从而函数 ^ 也满足热传导方程. 

【33 n 】 证明 ：函数 


(其中厂=/(了一“” + ㈠ 一 / d 2 + (z — r ) 2 )， 当 r 关0时，满足拉 
普拉斯方程 


Aw = 
证因为 

9^w = 

dx 2 


dr u 
dx 2 


Stu 丄 Sru 

dp d? 


3(a* — a) 


d 2 u 1 , 3(^ —r) 2 

- r = -- 


dz 


—_ 1 
dy 2 ~ 7 


3(y-b) 2 


将上述三式相加有 


△ (+)= 0 . 

【3312】 证明: 若函数 W = 〃( x 0 ，，： r ) 满足拉普拉斯方程（见 
例题 3311)， 则函数 1；=+^_，#，_)(其中々为常数及广= 

vv + y +之 2 )也满足这个方程式. 
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则由3282题有 

AS^C+S^+C =0 ， 

(s'y + cs'r + cs，:) 2 = + = S 4 , 


S ’： =— ^ =— S A x^S f y =— S"y, 

S ’： =— S 3 z. 

于是 v — (~r 9 ^~r ) = (k S : x 9 k 2 S y 9 k : S 2 z). 

id v = Sn^x^y^z.S) = F(x,y,z,S), 

其中 u*(x. v»z,S) — u(k S x • k 1 S~y.k~S 2 z). 

则有 v\ = F f T ^F\-S\ r , 

v,, = + 2i^ n • K + f' • (S。） 2 + 〆， • C 

由对称性有 

Vy> = + 2f V X y + ，、、 • （ S〜) 2 + 〆 ， • 心， 

v\ = F\+ 2r o - + . (S\) 2 - \-F\ . 

于是 △! ； = ( 广： + 广： + 广 ^^ + 广 • （ C+S^.+S^) 

+ <2(r„ •S / :+F% • S ， y +F% - S\) 

+ 广 ' 、、 [(S。) 2 + (S / v ) 2 4 - (S、) 2 ]}. 

又 F^cr + 〆 ’>，. + F /， = = r S S ： • (u'u + U 22 +w" 33 ) = 0 ,① 

Su’ s = 2k-S 2 jrn ， \ + 2k 2 S : yu ， 2 + 2k 2 S 2 zu\ 

— 2xix： r j 2yw' y 2zu ， 2 ， 

于是 F\ • [(S'^ + US'P + CS':) 2 ] 

= (Siv)\ • S’ = (ic* + Soi ,f s )\ • S 1 

— (ic*+ 2xiv ， j + 2yu： f y + 2ziv f z ) • S ; 

=S ; *o/, + 2xS 5 vJ f ^ + 2yS ; zv'^ + 2^S 4 it 〜， ② 

而 2 (.s:+or 0 • s， t ) 


84 




. 偏导函数多元函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 

= 2(^)\ - (-S 3 x)+2(Sa*)% - (~S 3 y) 

+ 2(Sa，)〜• (~S 3 z) 

=— 2S 3 ‘r • (Scv\)\-2S 6 y (&/).)〜 一 2S^ • (Scl' : )\ 
—— 2S 3 x • (*a/ T + Siv \ 、— 2S y • (*u/ v + Sic *、） 

— 2S 3 z - (u’ s + Su/’k ) 

= — S i + 2w’、. + 2zic f ：) — 2S 4 xt ,，， J> 

- 2>6 4 讧〜 一 2 sS V 、 

=—S 1 u，’，一 2xS * Wjy — 2yS' tc% — 2zS 1 . ③ 

由 ©① ，②，③知 
A^ = 0. 

【3313】证明 ：函数 

_ Qe-^+Cze- 

U = - 9 

r 

满足亥尔姆霍兹方程 0 + 0 +p = « 2 «, 其中 r = 

/?+7T?,c, 与 c 2 为常数 . 

证设 

v = 丄 e — 议 = 丄 e*% 

r r 

则有 u = Civ-\-C 2 zt^ 

/ r / 

v x =v r ^r s = c 

= L (7 + f ")， 

v， - (-^-4).f .O- 

= 土 . (7 + f-) 2 +^*7* (^ + ^) 

--(7 + 7) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



「/ 3丄 3 a 丄 “ 2 \ 1 u 一 

= v ： l\7 + ^ + 7y-7~7i 


由对称性有 

M = v. [(7 + 萝 + 7). (P+/ + A—7 — 孕 : 

= a z v% 

令 b =— a ， ’ 

有 w = —e~ ,r . 

r 

同理有 Ate* = Irw = a 2 u.\ 

于是 Au = A(C\v + C 2 *u.') = ('i Av + C 2 Aw 

=C\a ? v + C2u'w = a 2 u, 

故 Aw = CT’ w. 

【3314 】设函数 = u\(x,y,z) 及 “ 2 = u 2 (x,y,z ) 满足拉 
普拉斯方程式 △“ = 0. 

证明函数 u = u\(x,y,z) -h(x 2 +y +z 2 )u 2 (s,y.z ) 满足二 
重调和方程 M^u) = 0. 

证 由3306题结论知 

△v= △“, +(:r 2 +y +〆 ） △ 々 + 々 • A(a- 2 +y -\~z 2 ) 

= 6 - +4 ( ， +yfhf). 

△㈤ = 6A« 2 +4 卜 △(_)+ 3 ^( 曾） 

+ 2 ( 祭 + 窆 )}， 


又 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


= 砻際 H 

类似地 △( f )=。， △陰) 


穿， )=> 


于是 △(△!；)= 0. 

【3315】设 /( hjsd 是可微分772次的 W 次齐次函数. 证明: 

(^ + ^ + 4 r > ( -^ 2) 

= — l)--*(?z —/w + 1) f(x^yyz). 

证由齐次函数的定义有 

fitjc.ty ,tz) = t n f (x,y 9 z) > 0 9 ① 

芊县 本'•見 


① 


于是 


d i 


n 


d(zt) 


/ a , a 

( x d^ +y 




+ 2 ： ^)/(: ，： y ， 2 ： ) 


d if=m) 




I d 2 f , d 2 f , 
l V r d(jt ) 2 y d(xt)d(yt) 

, / a 2 / , d 2 f 

^ y r d(yt)d(xt) y d(yn 2 


d 2 f 

d(jrt )d(zt ) 


d 2 


M d(zt)d(xt) y d(zt)d{yt) 

a(ot ) 2 3 d(yt ) 2 d(zt ) 2 

o.... d 2 f , o.... d 2 f 


+ 2dy d(xt )d(yt) +2yz d(yt)d(zt) 


d(yt )d(zt ) 

+ 2 黑 


+ 2zr 


d(zt)d(jrt) 




由数学归纳法有 




吉米多维奇数学分析习题全解(五) 





dr 


S c ai . 


a 2- a 3 




0(jr) a » 3(^)°2 0(^)^ 


y^3 


Hr 


X t^ y k +Z t) ，，fU ^^ Z ^ 


dz 


② 


其中 


ai !a2!a3! 


总和是关于如 + a 2 + a 3 = m 的非负整数 u ， 
而取的. 

①式右端对 r 求 w 阶导数有 


a 2 ， a 3 的一切可能组合 


0"，/ (〜， 2)] (m> 


n(n — 1 )."(w — w + 1 )t n w f(x^y^z) 


③ 


比较②和③式，并令 / = 1 有 




= n{n — l)."(n _ w + 1 ) fix^y^z). 

【3316】若 z = sin y + /(siar —sin y ) ，其中 / 为可微分函 


数.试简化表达式 sear X . 


解 


sec^f^+sec^f^ 
d-r * dy 


sec jtcosx • / + sec .y • (cos_y — cosy • /') 


/ + 1 


seca-^ + sec^l^ 

dx dy 


【3317】证明 ：函数 z = 其中 / 为任意的可微分 


函数) 满足 方程礓 + 2 嚕 


nz. 


证 


dx dy 


n—\ 


A 




孕 / ⑸卜巧 / ⑸ 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运. 


7 U ： 


艰) 


3^ dy 

【3318】证明 ：函数 

z = yj\jr _y) 

(其中 / 为任意的可微分函数）满足方 程式: 

y ^ = jcz. 
dJ- dy 


证 


3^ dy 


y 2 • ^ocyf f + xy • (f—2y 2 /) 


工 yf 


XZ 




【3319】若“ = •一 ^ r 3 (：y + 2)+*^ r 2 y +/(： y _* r , 2 
— i ) ，其中 / 为可微分函数.试简化表达式$ +_+_• 


解 


du 

dx 

9u 

dy 

du 

dz 


x 2 (y-\-z) +xyz — f x — f ” 


■r 3 +yx 2 z + /； 

x 3 +V^ + /： 


于是 ■+ ㈣ 


x m y 9 


【3320】 设: r 2 = viv,y 2 = rnv^z 2 = uu 及 f (x,y,z) 

VjVu). 

证明: :r/ 。 +3;/、 + 2/' = uF f u -\-vF\-\-zlF\.. 

证现把•当作自变量，有 

uF f u = W ^ • JT’„ + W ^ + uf \ - z u 

vF’ v = vf f x • x v -hv • f y • yv + vf^ • z v . 


F(u 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五） 


于是 

又由 


ttiF : = \ • 八 + ivf y - y u . + - 2：’ u . ， 

wF’“ + vF\, + uF r 

=(ia'u +ur\, +tur’ u ) f s + (uy\ +vy\,+wy ， u .)f > . 

+ ( 浪 ’ tt + vz v -r uz\.) f z . ① 

x l = vw » 


有 2 -| = ° - 


于是 笋 = o . 

au 

同理 窆 = 0, 多 = 0 ， 

ov <jw 

又由 x 2 = viv^y 2 = ulcjZ 2 = uv^ 

有 = = = 

au: av au 

2y^ = u,2z^ = v,2z^ = u. 
aw on av 

代人①式有 

uF、+ vF f v + wF^. 


= (f+ g )A + ( ^ + ^ )/v+(i+i)A 

=j/’_r + yf\ + zf’z ， 

也就是 

uF\ + vF\ + wF f u . = xf\ + yf\ + zf\. 

假定… V 等任意函数可进行足够次数的微分，验证下列等式 

(3321 〜 3330). 


【 3321】= 0 ,若 z = <p(ar 2 +y 2 ). 

解由 


y 


dz 

dx 


=y - 2x<p\x 2 +/), 




dz 

dy 


=x • 2ycp\x 2 +y )• 
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• 偏导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运, 


dz dz A 

— 了 7 = 0 . 

dJ' dy 

【 3322 】 


dx 


dy 


+y = 0 , 若 


£+<p^ 




/ • [― 合十 —jy - l^ + .zy'Cxy) +y 


[3323] (.r 2 — y 2 ) +J ： y^- = a;y 2 •，若 z = e v cc? (^e-^ 2 ) 

o.r ay 

解 Cr 2 —/) 笋 + 巧 |^ 

dy 


(x 2_ 2 )e 




+ :ry • (e v (p 4 - e 、 ’〆• e 


_af 




]i 


xy^(p = xyz 


【 3324 】 《切 繁作鏊 = 亂若 “ =x> ( 彡 ， $ 
解 ，+«1 

= ?u n <p — ar ,r a ycp \ — fix. ,r ^zcp 、 +ayx ,r o cp \ +/fcr , 广 


nr 


nu. 


【 3325 】 


^lru* + 


dz 

) ，三、 

X X / 


“ + u ， 若 

z 


解 


x|^=x.-^lrLr + ^ + 

ax z z 

，! =flar+Vl , 


^(p — yp 


2^2 


吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


du 




2 ： 


于是 


dx dy dz 


du 


w +^. 

z 


【 3326】 = u 2 ，若 u = <p(jr — al) + 0( j -\- at) 

dx~ 


dt 2 


解因为 
d 2 u _ 


于是 


a / 2 

d 1 u 
dt 1 


a 2 ^ + 

c/J* 


〆’ 一 /• 


2. 


【 3327 】 |^-2 ^-+|^ 

dJrdy dy^ 


0 •若 


ll 


x(p(x + ^y) + y(p(x + y). 


解 


■ = <p - ytf/ + V ， 


du 

dy 


X(p + 0 + 冰 


= V+^+V^ 


dru 

dJ：dy 


〆 + 〆 + 外 "+ X( P^ 


f = JT(p f 4 - 20’ + yt//\ 


dy 

于是① _2X ② + ③有 

3 2 w _ 2 d 2 u 


① 

② 


③ 


dx 


dJrdy dy 


0. 


【 3328 】 


u 


I^u I . d 2 u , 2 

x 3? + 2jcy d^y +y ay 


0 ,若 


解令 


U\ 


<f)，“ 2= 0 
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• 偏导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


则 A 为零次齐次函数， & 为一次齐次 函数 . 
由 3234 题结论有 

(t ^—— U 立 \ — A 




dy 


X tr +y i^y u2=0 ' 


dx 


dy 


于是 




d 2 u 

dsdy 


+ *y 


， d 2 u 

a? 


a. 

dx 


+y i^) ( ' U]+U2) 




133291 ? 1 ^ 2 巧盘 +/|^ = ” (”一 n “， 若 




于是 


9 ⑸ ，心 


O , 


则 A 为， / 次齐次函数 w/ 2 为 1 一 ^ 次齐次函数，由 3234 题结论知 




ar • / 办/ 


dx 


dy 


卜 


ar • d^dy 


(1—/z)( 1 — « —1 )w 2 = yi{n—\)ii2 

•y d 1 U 

一 W ^~2 

dy^ 


(: 羞 +㉟“ (… + “ 2) 


dy 


?i(?i — l)(«i 


n(7i — Du. 


133301 MB-y=¥yB^ U = ^ + ^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


解 


du 

dx 


d^u 

dxdy 




du _ f .f S^u _ " 

dy =(pip ^ =(p ^ 

du 9 d 2 U = du d 2 U 

dx dxdy dy dx 2 

用逐次微分法来消去任意函数 f 和 0(3331 〜 3340) 
【 3331 】 z = x + cpixy). 


于是 


du d 2 u 
dy 9 dx 2 ' 


解 


dz 

dx 


1 切 '毫 


J( P 


f 是 


3*r dy 


【 3332 】 z = xcp ^^2 Y 


解 


dz 


P + 戸 


dz 

dy 


于是 


2x^+3^^ 


ar 


dy 


2x( P + = 2x( P 


2 2 , 


【 3333 】 


解 


dz 

dx 


= <p( Vx z + y) 

V • 生 = 

/r 2 +y 办 


+7 


于是 


dz — ^dz 


【 3334】 M 
解由 

du = 
dx 


dy 



于是 


du I du 
dx dy 

【 3335】 w = 


du 

dy 

du 

dz 


f [_ f du 

9M+P ， 石 


A 


y ^ 


f ) 




• 偏导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


du 

dx 

du 

dz 


du 

dy 


19 


■■ ■ 


a ” 


于是 


dx 3v 


dz 


【 3336】 c = 
解由 


( p ( x ) 十 


dx 


〆 （』•）， 


drdy 


【 3337】 z 
解由 


(p(x)ip(.y). 


dz 

dr 




Si^z 

钟 ㈤ 


9^ 


d 2 z 


ar & 

dJ dy 


d^'dy dJ dy 

【 3338】 z = <p(x + ： y) + tp(x — y). 

解由 

^ 4- j ! 生 =,/ — • 〆 - 


dr 

d 2 z 

ar 2 

dx 2 


〆 + 〆，& =〆 一 〆 ， 

V+/-|f ”"+/， 

d^z 


133391 2 = ^(~)+3^(y). 

解因为函数 ^ 是一次齐次函数，由3315题结论知 

dz - dz _ 
dx dy 


【 3340 】 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


解令 


(p^y^ 


则由3331题知 


dz 


又令 


4 f )， 


则 A 为苓次齐次函数，且 


3^2 _ dz 2 _ 2a*. 

y a7 " 7^ 


也是零次齐次函数.从而函数 


a.r y dy 


(嘈 


dz\ 

ay 


K(- r t 



是零次齐次函数，于是，由3315题知 


du , du 

X dTr +y d^ 

dx dy 






dx dxdy 


_)+请(: 

,.... d 2 Z 


dz 

dx 


窬) 




d £ z dz 
㈤ 一 


2 a： ? 

a? 




dz 




dz dz 

■ — M 一 _■ 


于是 - 2 if -- 2 a ^^ g -^ = ° - 

【3341】求闲数 z = x 2 —/ 在 Af ( 1 ， 1) 点沿着与 O 轴的正 
向成 a = 60°的/方向的导数 • 


dx 


;| = 2 乱 


- 2 , 


cosa = COS 60' 


cos /3 = cos 30’ 


= n/3 
2 


于是 


di 


2 -4 + (- 2 ) 


• 4o 
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. 偏导函数多元函数的微分 


【3342】求函数 z d — a + y 在 M ( 1，1 ) 点沿着与 Cfe •轴 
的正向成 a 角的/方向的导数.问在什么方向上这个导数具有：（】） 
最大值; （2) 最 小值; (3) 等于 a 

解由 


于是 


dx 




cosa + cos( 90° — a) = cosa + sina 


= y2sin(a + y). 

(1) 当 sin (a + j ) = 1 ，即 a = 子时，雲-最 A ： 


(2) 当 sin(a + 专 ) =一 1 ，即 a = $ 时 ，■最 小 • 

(3) 当 sinla + Y ^ O , 即 0 = 今或。= 今时， 窘二。. 

【3343】求函数 z = In Cr 2 +/) 在 M (. r 0 ,>) 点沿着与过 
该点的等位线成垂直方向上的导数. 

解与等位线垂直的方向即梯度的方向或与悌度相反的方 
向，于是 

| | _„ = ±1 grad 2 | | r ^ o 




【3344】求函数 z = I — (J +合)在 M (為，会)点沿曲线 


J + ^ = l 在该点的内法线方向上的导数. 



吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




解曲线今+兴=1是函数 2 的一条等位线.随着的绝 


对值增大， Z 是减少的，因此，曲线的内法线方向即梯度方向，于是 


■ 1=1 gradz | ^ H + I ^ 

y= 7i 广％ v = 砉 

=^±^,(.>0^>0). 

ab 

【3345】求函数 w = jjyz 在 M ( l ， l ， l ) 点沿着 /{cos a ， 
cos ^3 ,cos y ) 方向上的导数.在这个点函数梯度的大小等于多少？ 

解 ^ i = cosa + cos 卢十 cosy ， 


% 


，（ a >0， A >0). 


解 


cosa + cos/3 十 cosy 


L 々德 r+(gr+(!) 2 U =々 


【3346】求函数 w = 1 在点(了。，> ， z 。） 梯度的大小和方 


向，其中 r= v/x 2 +y+r 2 . 


解 


du 

dx 


x du 




z 

r 3 


于是 gradw = - + yf + z / z ), 


或记为 gradw = (— 4 ， — $ ， 


在 M () 点的梯度为 


gradw 


一？， 

M) H) 


z i) 


其中 


' jrl + yo -^- zl . 从而有 


gradw I 


(- f )、(-，(-3) 


cos ( gradw ，: r ) 


了 o 

13 


£o 
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2. 偏导函数多元函数的微分 | 第六章 多变量瞧疆分运算 



cos ( gradw ， y ) 



cos(gradwfz) 


Zo 

ro 





【3347】确定函数“ =/+/— z 2 在 AU ,0,0) 和 B (0, e , 
0) 两点的梯度之间的角度. 


解 8 radM =(盖，雲，羞) = (2 j ，以， _2z) ， 

令 gradw A 和 gradwH 分别表示在 A 点及 B 点的梯度，则有 
gradw.A = (2 e ，0,0)， gradw/j = (0,2 e ，0). 

又 gradw .\ • gradw « = 2 e •() + ()• 2 e + 0*0 = 0， 

于是 graclw A 丄 gradw H ， 也就是在点及点 B 二点的梯度之间的夹 


角为 f. 

【3348】 在 M(l ， 2,2) 点函数 w = x+ ： y+2 梯度的大小与函 
数 r = i + y+ 2 + 0 . oOlsin (10 6 tt Vx 2 +y+z 2 ) 梯度的大小相 
差多少？ 

解 gradw = ( 1 ， 1 ， 1 ) ， | gradw | = J3, 

令 r = y/x 2 +y +z 2 ， 

于是 ¥ = 1 + 10007T — cos ( 10 6 7rr), 
ar r 

^ = 1 + IOOOtt ^cos( 10 6 7rr), 
oy r 

^ = 1 10007T — cos( 10 ， l 7rr). 

az r 

在 M(l ， 2,2 ) 处 

dv 10007T , 1 10007T 

dx 3 3 
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I gracb I & IOOOtc 、/(+) +(f) + (f) = 1000 兀， 

从而，两梯度的大小相差 为 • 

I gradu I — I gradw | 々 1000 丌 一 乃々 3140. 

【3349】证明 ：函数 

u = az 2 +by z + cz 2 

与 v = ax 2 + f ) y 2 + cr 2 +2 mx + 2 ny + 2 pz 

( a ， b ， c ， m ， n，p 为常数且“:’ +// + f 2 ^ 0) 在 （ a :。， y 。， e 0 ) 点的 
梯度之间的角度在无限远移时趋向于 0. 

证 M 0 无限远移是指 X 。 — 00,3；0 — oo ,2：。 - ► OO 同时成立, 

易知 

gradw = (2 ar i ) ^2 by 0 y 2 czo ) ^ 
gradz ; = ( 2 clt 0 + 2 m •, 2 /jy 0 + 2” ， 2 cz 0 + 2/3) 9 
令 a = clto ，/? = by 09 y = cz 0 * 
a \ = cu：o + w = a + m , 

(3\ = by Q 4-7?= 夕 +"， 

Y \ = czo p = y + p . 

于是， gradu 与 gradv 的夹角 0 满足 

cos^= — • 

vV +^ + r - v ^ f +^+ y ? 

sin 2 d = l — cos6 

= ( q ’ +泛 ./ Mg ! + 成 + yf )— (叫 + 田 i + y /\ ) 2 

— ( a 2 + i ? + r )( aI +^+ y ?) 

= — ttijS ) 2 + ( a/j — ai /) 2 + —/?!/)' 

— (a 2 +/? + r)(af+^f + yf) 

= (/to — + (pa — my) 2 + (p0 — ny) 2 

— ( a 2 +/?+/)( a ?+ 席 +/?) - 


吉米多维奇数学分析习题全解(五) 
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2. 偏导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


取 S = max ( ! ax (i \ , | 6 y 0 I » I I ) 

=max (I a U 丨/3丨， | y |)， 

则 vV +^ + y 2 <735. 


于是当 +# + T 2 时， 

令 g = max ( I m 丨， I « I • i P I ) •则下述不等式显然 成立. 

^ u • (a 2 +^ + f)(ai+^+rO 

< (,2q8) z + (2qS) 2 -b(2dS) 2 
、 d 2 ^-ddq-3q 2 ) 



\2 q 2 

妒 一 6勿 一 3(f 


— 0(5 —►十 


丁•是，当 VV + 斤十/ 2 —+- oo 时， S in 2 <? — 0也就是当 


>/£^ +皮 +/ — 00，有 <9- ► 0. 

【3350】设 w =/(了， 3 ^ 2 ：)是可微分二次的函数，若 cos (?， 

cos p , cosy 是方向 / 的方向余弦，求 = 羞德). 


解 


du 

dl 

d^u 


du du 

al c 0 sa + a ^ 

d^u 


cos ^3 


3 m 

dz 


cosy 


( 


doc 
t d^u 


cosa + 二 cos ^+ ^ 


u 


dydx 


^dxdy 
( d^u 


cosa + ^co 峭十 


dzdx 
cTu 


cosy coso 


cosy j 



dy £ 1 dzdy 

la ^ COSa + d ^ k cos ^ + 5? cosy 1 cosy 



_co^+_co ^+ 磬 


ry +2 


dru 

drdy 


. xxsaco ^? 



a 、 

dydz 


co 〜 9cosy + 2 


d 2 u 

dzdx 


cos/cosa. 


【3351】设“ = fU ^ y ^ z ) 是可微分二次的函数及 
l\ {cos ai ♦ cos fix ♦ cos y x } .Z 2 { cos a 2 »cos 决 ， cos y 2 } ， 
M cos a 3 , cos 属 ， cos y 3 } 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


是三个相互垂直的方向. 证明: 


⑴ (dtS + ( I ；) + (ItS = (^) + ® ) 2+ (^) 


⑵ if + lf ' di 


d 2 u = d^u , 丄 ^_u 

— ~ a ^ a 7 


32： 


解 ⑴(象) 


+( 象) 


(It) 


y , 麽⑺ 地+如 一 ■ 如 


war 




i +^ cosy , 


dz 


i^y - i ： cos j a , +(^y - i ； 


cos ‘ 


+ (f )' • Scos 2 y. +2 塞 g • Scosa.cos/?, 

+ 2 誌. | j CO 麵， +2 證 • 纟― I . 

① 

由 hJ ^ Js 是互相垂直的单位矢量，有 

3 3 

X ] COSQ i * cos fi = 0» 2 cos ^i • cosy, = 0, 

#= 1 1=1 

3 3 

^2 cosy, • cosa, = 0t cos 2 a, = 1 ， 


cos 2 ^ = l ， ^]cos 2 Y, = 1- 
将②式中各等式代入①式有 


② 


(彖 ) 2 + (袤) + (象 )=( 鑫 )+( 蠢) 2 + ( 繁) 


(2) 由3350题的结论有 


S | f =3^. Scos 2 a .^. Scos 2 , 

砮⑴ s2y ，+ 2 i |.|?_，_ 
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• 偏导函数多元函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


+ 2 砉鏊 • 客 CO 啗 cosy, 

+2 ii . §叫秦 


③ 


把②式各等式代入③式有 

d 2 u , ^_u , = 3^w , , d 2 u 

&T 十 if — P 十 P 十 

【3352】设 w “（ x，jO 是可微函数且当 y = x 2 时有 “（ x ， 


: V ) 


M 及卜.当 y 
解 - r - w ( x , X 2 ) = 


时 ，求姜 • 


du du 


普， 


由题设当 


于是 


y = x 2 ^u(x^y) — w(xt 

t =° - 


du 

dx 


•普 


2 x , 


于是有： + 2@ = 0, 


从而 


du — 1 

--- 

办 2 


^ (x 7^ 0). 


【3353】设函数 w M ( x ，： y ) 满足如下 方程: 


_ 令 0, 


及下列 条件 := x,u f Ax,2x ) = . 

求出 (: r ，2 i ) • u jy (了，2了 ） ,u yy { jc ^ 2 x ). 

解由 

w(jt ， 2j) = 了， 

有 uAx,2x) + 2u y U,2x) = L 

又由 u\(x 9 2x) = x 2 , 

于是由①式有 


① 
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② 


u y {jrj2x) = ^ x . 


求②式两端关于 * r 的导数，有 

u ^2 jc ) +2^ yy { x ：2 x ) =— x 

对 W ， J .( jTt 2 j ') = x 2 » 

两端关于 X 求导有 

-\-2 ujy { x ,2 x ) = 2 x . 

根据③，④和=«\，有 

u [ a ( x ^2 x ) = U f yy(.Xf 2 x) =— 


③ 


④ 


UjyiX^JC) 


假定 z 
【3354】 


一… 3 一 

dxj )， 解下列方程 （3354 
0 = ° - 


3356) 


解 藝 = <p(y)^z = j<p(y) +<p(y)- 

133551 盘= 0 . 


解 


dz 

dx 


<p\ (x), 


[ <p\ (t)dt + tp(y) = <p(x) +0(y) 
Jo 


【3356 】 p = 0. 


解 





( x ) % 


ycp^r-l ⑴ +%2(.r )， 


^ ，厂 2 ' & / * Yn-£ n 7 

oy 

累次积分〃次冇 

之 = 十： /^ 2 史旷 2( 了 ） H - \~y(p\ (-r) +^(.r) 

rood … — f — . . \ kit 3 3 W — 八 


【3357】设 M = W ( O ^ J ，，2：) •解 方程: 


dxdvdz 
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偏导函数多元函数的微分 第六章多变量函数的微分运: 


解 


d 2 u 

djrdy 

ar 


= (工， y )， 

< P 2、 工， y 、 +0 i (了，之）， 


u = (p(x^y) + 义 （《 y ， z). 

【3358】求出方程 g = x 2 + 2. v 满足条件 P) 


1的解 


z ( x ^ y ). 



dy 


x 2 + 2 y . 


有 

又由 

有 

从而 

于是 


z = x 2 y + y 2 +<p(,x). 
z(a ， a. 2 ) = 1 ， 

1 = x' + ? +(p(jr). 
cp(x) = 1 一 2x\ 
z = 1 -\-x 2 y + y 2 — 2x } . 


133591 織程 豢 


2 满足条件 Hi.O) = 1，/、.(1，0) 


的解 

解 


z(x^y). 


f? 


有 ^ = 2 y + < p ( x ). 

oy 

又由 Zy ( x ,0) = a # 

知 x = 0-\-< p ( x ). 

即 x = < p ( x ). 

于是 ^ = 2 y + x , 

dy 

因此，我们有 z = J ， 2 +々 ( x ). 
又由 z ( x ,0) = 1, 

有 1 = 0 + 0 + ( x ) 9 

即 C . r ) = 1. 

故我们有 2 ： = 1 + y . 


又由 

知 

即 

于是 


2} + 了， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

【3360】求出 方程# =1 + 3；满足条件2 ( 了，0) =了， 

d^rdy 

z (0, y ) = y 2 的解 2 : = z ( x , y ). 

有 ^ + +y + P (1 )， 

z = -^- x 2 y + ^- xy - -\-( p { x ) +0( j ). 

由 z ( j ,0) = x ^ z (0, y ) = y ， 

有 j : = ( p ( x ) +0(0 )，y = < p ( Q ) 

于是 z = x + y 2 -\--^ x 2 y + ^ xy 1 — [^(0) +0(0)], 

又 z (0,0) = 0， 

故 ^(0)+0(0) = 0. 

因此 z = x + y 2 + Y x y ^ x ~^ y ^- 


§3. 隐函数的微分 


1. 存在定理若 （1) 函数 F ( i ，： y ,2) 在某点 A ( , Cr Q ，： y ( ,， A ) 

为零； （2) F ( x 9 y 9 z)m F \ Cr ，： y , z ) 在 A 0 点的邻域有定义且是连 
续的; (3) 关0,则在 AoCr 。,：^) 点某个充分小的邻 

域存在唯一的单值连续 函数： 

2 = ① 
满足方程 F ( x 9 y , z ) = 0,且為= f ( x 0 ， y 0 ). 

2. 隐函数的可微分性 除上述条件之外.若 （4) 函数 

在九 (々，，☆)点的邻域内可微分，则函数①在 


Ao ( xo ^ o ) 点的邻域可微分，且它的导数_和 g 可从以下方程 
求得： 


dF ,dF dz n dF dF dz 

--- U ， - "1 -- 

3^ dz dx dy dz dy 


= 0 
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_ 3. 隐函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 

若函数 FU . y . z ) 可进行足够次数的微分，则对等式②用逐 
次微分法还可以计算函数2的高阶导数. 

3. 由方程组定义的隐函数 设函数，…， 
%)(;= 1，2,…， rz ) 满足以下 条件： 

(1) 在 A 0 (* r 10 ，…工⑽；夕 10 …， 3U ) 点变为零； 

(2) 在 九点的 邻域可 微分； 

(3) 在 A 。 点函数行列式关 0. 

在这样的情况下，方 程组： 

Fi ( x x ，•••，％) = OU = 1，2,…，”） ③ 

在 A u (^。，…，〜）点的某个邻域可惟一确定可微分函数组 

y , = /(了, ，…山） U = 1，2,…， w )， 

满足方程③及以下条件： 

/ i (* Ti 0 f •••» x /M )) = yio (i = 1，2, •••，”）， 

这些隐函数的微分可从下式 求得： 

【3361】 证明： 在每一个点上都不连续的狄利克雷函数. 

=|1，若 i 为有理数， 

>，= io , 若 x 为无理数， 

满足方程式:： y 2 — ^ = 0. 

证当 *r 为有理数时， y —： y = 1 — 1 =0,当 I 为无理数时, 
y ? — y = 0 — 0 = 0,因此，不论 i 为何实数时，皆有 y — ^ = 0. 

【3362】 设函数 / Cr ) 在 ( a ， W 区间有定义，在什么情况下方 
程 /( x )^ = 0, 

在 a <: c < b 时具有唯一连续解^ = 0. 

解设函数 / Cr ) 的非零点的集合在区间(心 6) 内是处处稠 


①在编写这一章的大 M 习题时，无条件地假定•隐函数及其相应的导数的存在 
条件成立. * 


107 




密的，即 fix ) 的零点的集合不能充满区间 ( a ,6) 的任意一个子区 
间 ( a ，0) Cl U ， A ) ，则方程 f ( x)y = 0 有唯一连续的解 y = 0 . 事实 
上，设 J = yU ) 为方程 fU)y = 0 的一个连续解， x 。 6 (“，《，则 
1 。 当 /Cr 。） 关 0 时, 显然: yCr 0 ) = 0, 

2°当 / U 。） =0,由 / Cr ) 的非零点的稠密性 知：存 在叙列 
{• T ,,} ，满足 A — Xo 及 /( x n ) ^0 9 ? t = 1，2,…，于是 = 0,由 

: y (* r ) 的连续性有 

y ( x 0 ) = < y ( lima ' M ) = V \ my ( x n ) = 0. 

从而，当 a <.r <6 时 ， y = 0,反之，若 f ( x)y = 0,在 ( a ,6) 上只 
有唯一的连续解 = 0,则 f ( s ) 的零点集必不能充满(〃，/;)的任 
何子 区间. 事实上，设在(〃，/;)的某子区间(《，/9)上 /(. r ) = 0,定 
义(〜6)上的函数>&)如下 

0 ， a < 

点卜-宁)， «+^< x < a +^, 

3； 0 (. r ) =< 

' 4 f r _ 3(^- a )1 , 0- g ^ . , 3 、 

一 FL 4 y a+ V 

0 ， a + -^-(/?—a) < j*< A. 

如 3362 题图所示 



3362 题图 

图中 
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3. 隐函数 的微分第六章 毅量函数的微分运算 



C2 



3(/3 — a) 
4 


显然 ) 吴 0,但 y = y 0 ( x ) 是方程 = 0 在 ( a ， h ) 上的一 
个连续解. 

【3363】设函数 /( T ) 和 《 Cr ) 在(“，/;)区间有定义且连续， 
在什么情况下方程 /(. r )： v ， = gCr ) 在 U .6) 区间具有唯一连续解? 

解 下面三个条件是必 要的： 

】° / U ) 的零点必须是 # Cr ) 的零点，否则: y 无解 • 

2° fix ) 的非零点集合必须在 ( ci . A ) 内稠密，否则，存在(〜 
^匚 ( a . b).^xe ( a ，/?) 时，恒有 /( J ) = #(了）=0, 从而当 了6 
(«，/?)时，任意改变原方程一个连续解: v (: r ) 的函数值(但保持连 
续性）就得出原方程的另一个连续解，这与原方程连续解的唯一 
性矛盾. 

3° 若 f ( J ： o ) =0,则对任一点列 1。，/(*0古 0(”= 1， 

2,…），皆有 =>(> 是有限数且只与 x 0 有关) • 

显然，如果 t 述极限不存在或对不同的序列取不同的值均导 
致^不连续.反之•各上述三个条件满足，则可以证明原方程的连 
续解存在唯一.事实上，这时令 




fgCr ) 

/(x)’ 

一 f ( x n ) 

其中取 — 了， /( j*J 0.77 


在 /(* r )#0 的点, 
在 fix ) = 0的点. 


1,2…， 


显然 . v Q (. r ) 是 UA ) 内的连续函数且满足原方程，若原方程在 
( uJ ;) 内还有一连续解 .V = : M * r )， 则 

/(x)^i (x) = g(x) » f(x)y 0 (x) = g(.x)(u <C x < b). 
对任意 x , 6 ( u . b ), 

若 /( a *,,) 7^ 0, 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五） 

则 (了。 ） = 矣:。; =^0 ( x 0 ) , 

•若 f(x 0 ) = 0, 

取 x n — Jo ，/(•!■”）# 0,7 Z = 1，2…， 

则根据％ ( I )的连续性，有 

y\(x 0 ) = limyi (Jr") = lim ^ X -\ = y 0 (j ： o). 

J \X n ) 

于是 y\ ( j *) = yo^x) to- G (“ ， 6). 

唯一性得证 • 

【3364】设给定方程式 

•r 2 + ： v 2 = l, . ① 

且 y = y(jr) (― l <« r < l )， ② 

是满足方程式①的单值函数， 

(1) 问有几个单值函数②满足方程式①？ 

(2) 问有儿个单值连续函数②满足方程式①？ 

(3) 若 (u) y(0) =\； (b) y(\) = 0问有几个单值连续函数 
②满足方程式①？ 

解 （〗）无限个，如令 

^ 1 — x 2 , _ 1 < :r < 1,且 J / 丄 

71 

: _ 

—>/ 1 — x 2 » x = 一 ，w = 1，2,3.“. 

n 

显然 ^ = 1，2,3, …， 都是满足方程①的单值 

函数. 

(2) 二个 :> y =- V\-x 2 9 y = yi-.r 2 . 

(3) 1°满足 条件: y (0) = l 的，只有 ： y = v / T ^" 这一个连 
续函数. 

2 。 满足条件 《 y ( l ) = 0 的，有 j = — %/1 — «r 2 及: y = Vl — x- 
这二个连续函数. 

【3365】设给定方程式 



_3 - 隐函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 

x 2 = y, ① 

且 y = y ( j ：) (—00 <•!*<+ 00 )， ② 

是满足方程式①的单值函数， 

(1) 有几个单值函数②满足方程式①？ 

(2) 有几个单值连续函数②满足方程式①？ 

(3) 有几个单值微分函数②满足方程式①？ 

(4) 若:“） ^(1) = 1; b ) y (0) = 0有几个单值连续函数② 
满足方程式①？ 

(5) 若 〆 1) = U 足够小，问有几个单值连续函数 

满足方程式①？ 

解 （1) 无限个，如 

I -r I • 

= < 

— | JT 丨 

(2) 四 个 :: y =— x,y = x,y = I x ; 和 y =—I x |. 

(3) 二个 =— 1 ，和 : y 

(4) ( a ) 二个 ： j = 1 和 7 =丨 •(/；) 四 个：即 （2) 中的四个. 

(5) —个:尸 - r . • 

【3366】方程式 

x 2 +y = y+y 

定义^为 i 的多值函数.这个函数在什么样的域内 （1) 单值: 
(2) 有两 个值； （3) 有三 个值； （4) 有四个值?求这个函数的分枝 
点及其单值连续分枝. 

解 由 * r 2 + y = x i + y ， 

得 y '- y 2 + ( x x - x 2 ) =0， 

于是 y = 

一 共有单值连续的六支•其中当 


#丄， 

n = 1,2"\ 

’ #丄， 

71 
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+ x 2 — x x > 0, 


l < 




时，有二支 


y 2 - 八 ! - r - 

0< + +a* 2 -'r l < ( j ) ， 

时妨四支： 


^ x 2 — X . 1 ^ J * ^ 


./T±vf 
V 2 • 




+ / — a 5 , -」 < x <— 


+ x 2 — j' 1 , 1 ^ x ^ 


1+72 


_ ■ ■ _ ■ 


十 x 2 — x \ 


/T+vT 

V 2 


<.r d 


R (0,0) 是孤立点，由上述六支的公共定义 域知: 
(1) 没有单值区域. 


(2) 双值区域为0<| x |< 1及 I =士 


!\ + 、 ⑦ 


(3) 三值区域为 


0及 T =土 1. 


(4) 四值区域为1<|』• \<」 

枝点必要条件是 

[y-y + cr*-x 2 )]\. = 


： 1± J 2 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


从而 



3 -2^ = 0, 


于是 


)1 = 0, 尸士万 
由= 0,有 了 = o 9 jt =士 1. 

由 : y =士$，有 了 =土^/今^. 


经验证，得六个枝点.•（一 K 0). (1,0) 


，釋， 


72 


1+>/2 


Ti 


1\+/2 1 / 1+/2 


Ti 


【3367】 求由方程 

(x 2 + ： y 2 ) 2 = x 2 — y 2 , 

定义的多值函数 《 y 的分枝点和连续单值分枝 
y = y(x) (—1 ^ j- ^ 1). 

解由 

(x 2 +y ) 2 = x 2 — y 2 n 

右 2 二 一( l +2 i 2 ) 士 v/^TT 

^ y ~~ 2 • 

当 M <_1 时， v ^? TT 彡 l +2 rV 故单值连续的各枝为（共 


四枝) 


y = a(x) i^±X^\±^^ l<x<L 


其中 a (. r ) 分别为 1， 一 l ， sgar ，一 sgar . 

又由 [(P+y) 2 — P+y^.v = 2U 2 +y 2 ) • 2：y + 2：y = 0, 
有 3 ； = 0,于是有 .r = 0 ，.r =士 I . 经验证枝点为 （0,0) ， （ 1，0)， 
(— K0). 

【3368】设 / G .) 当时是连续的，而 〆 : y ) 当 r < 
/时是单调递增且连续的，在什么情况下方程 f (： y ) = /( x ) 
可定义出单值函数= 9一 1 [/( x )]? 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

研究 下题： 

(1) sin y - i-shy = x ; 

(2) e' v =— sin'x. 

解由 #： y ) 的严格增加及#>0，/(1)的连续性可知•若存 
在(了。，>)，使得 (p(yo) = /( o *。）， 则在 I 。 近旁由方程 cp(y) = 
/(a ) 可唯一地确定: y 为 x 的单值连续函数 

y = 9 :[/(i)] (满足 > =史 ^/(xo)])* ① 

若设满足不等式 

lim < p ( y ) <C fix ) <C lim ( p ( y ) ♦ x G (“，/，）， ② 

y-^rH) v _ d - 0 

则函数①是整个 U < x < b 上定义的连续函数. 

1°设 

< p ( y ) = sin^ + shy， 一 j + oo. 
fix ) = x,x 6 (—°°, +°°). 

由 

< p '( y ) = cos,y + chy > 0,.y 6 (― °°， +°°)， 

故 cp ( y ) 是 _ 00 <} + °°，上严格增函数，又 

lim < p ( y ) =—oo，lim < p ( y ) =+°°， 

因而不等 2) 满足，于是， [i| 方程 s \ ny^shy = x 唯一确定 y 为 
X的连续函数，它定义在整个 数轴： _00<1<+00上. 

2 ° < p ( y ) = e y , 

及 /(x) =—sin^r, 

满足题设条件，但由 

e ' 〉0, 一 sirrx ^ 

知，不存在点(心^。），使得 
e— 、 0 =— sin:\r 0 , 

因此，不能定义 ：y 为 i 的单值函数. 

【3369】设 

x = -\-<p(y) ♦ ① 

其中 #0) =0且当一“ C ^ yCa 时, 〆 (/ 连续并满足： | cp \ y ) |< 
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. 隐函数的微分 

k <\. 

证明 ：当一 eO < e 时，存在惟一的可微函数: yzjCr ), 满足 
方程①，且: y (0) = 0. 

证 设 

F ( x ^ y ) — x — y — < p ( y ) » 

于是 

1° 由 ^(0) = 0有， F (0,0) = 0. 

2° 当 : r 6 (— 00 , + 00 ) 9 y 6 (― a ， a ) 时 9 F ( x , y ) 

: y ) 及 F ； y ( x 9 y ) =— 1 —< p ； ( y ) 皆连续 • 

3° F ’，(0,0) =- 1-^(0) < 0， FV 0,0) 关0， 

于是，由隐函数的存在及可微性定理知 .•存 在 e >0, 当(— e , 
e ) ，存在唯一的可微函数 ：y = ^ Cr ) 满足方程 
x = y + (p(,y)^ 

及 y (0) = 0. 

【3370】设 3 ； = . y ( x ) 是用以下方程定义的隐 函数： 

x = ky - \-( p ( y ) 

其中常数々关0且 cp ( y ) 是周期为 o ； 的可微分周期函数，旦 
I cpiy ) I <| k I •证明 

y = ^ + 0 (^)， 



其中 0Cr) 周期为I々丨0；的周期函数. 

证 fU x = ky + ( p (, y ) 9 

知 

又 I ( p ' y 、 1<1 々丨， 

故 g; 与 A 同号，即I为 J 的严格单调函数，且是连续的，由于03，) 

是连续的以 It， 为周期的函数，故有界，从而当々 > 0时， 

lim x = — oo ， lim x =+°°， 

当々<0时， 
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lim x =+oo，lim x =—co. 

由此知，反函数； y = jv(i) 存在唯一，且为(一⑺ + oo ) 上定义 
的严格单调可微函数，令 


y ( x ) — 


0(^) 6 - (―°°，+°°)， 


① 


则由 -r = ky(x) <p[y(.x)l^(f^y(x) + tcG = < 
知 x + kxL' = ky(x) + 史 [ 3 ^( 了 )] + kw 

= 々 Qy(:r) + *u/] + <p\_y^Jo) + tf] ， 

从而由反函数的唯一性有 

y(,x kxv) — y(x) +w<,x G ( _ °°， + 

由①式与②式有 


( pLy ( jr ')! 


② 


0 (x + kvi ') = y(,x + kcp ) — 

= y ( x ) — —■= 


0( x ) 6 (― °° + ⑺） • 


同理有 ip(x — kw ) = ip { x、，X 6 (—°°，+°°). 

故 0(T) 是以 I 々 I W 为周期的可微周期函数，由①得 


v(x) 


+ 0( .r). 


求由下列各式所定义的函数 _ v 的/及 /(3371 
【3371】 x 2 + 2^v-y =^ 2 . 

解等式两边对 T 求导有 

2 x + 2 j / + 2 xy f — 2 yy f = 0. 


3375) 



对上式求导数有 


(y — 0 *)( + 1 ) — (v + .r)( v 7 — 1) 


2 y — 2 xy f = 
( y - x ) 2 — 

2(.y 2 - 2xy - 
(: y — i ) 


(y — x ) 2 

2 y(y — x ) — 2 x ( 
( y - x ) 3 


+』•） 


x 2 ) 


2 a 1 _ 
( y - x ) 
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• 隐函数 的微分 第六章多变量函数的微分运算 


= 2 a 2 

一 ( x - y ) 39 

【 3372 】 In Vx 2 + y 2 = arctan ^ 

解等式两端对了求导有 


jr + yy _ Jry — y 


于是 



将上式对 o * 求导有 


(x 


)(1 + V) — (x-\- y)( 1 —- y 
ix-y) 2 


2(，/ — v) 

Cr_3，) 2 

2(x 2 +.y 2 ) 
(.r —>0! • 


2x(,x + y)-2y{x- 

Cr - 3/) 3 


【 3373】 .V — esin y = x (0 <C e <! 1) 

解等式两端对 x 求导数有 


于是 


iy co^y 


1 — ecos), 


将 i : 式再对 x 求导有 


sinv 


% ( 1 —ecosv)- 

【 3374 】 x- v = y y) 

解两边取对数 

y\nx = 

lrur lnv A 

—— = j ， j * > 0, 

了 y 

对上式两端关于 i 求导数有 


esinv 


£COS3») 


j * 〉 0 ， ），〉（)• 


ln*r 


(1 — In 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


于是 


f _ v 2 ( 1 — lnx) 
3 x 2 ( 1 — ln.y) 

将上式对 i 求导数有 


x 4 ( l - ln ^) 


| x 2 ( 1 — ln . y ) 2 yy\l — Iru *) — ^ J 


— y ( 1 — lar) 2 x — 2 x\ny — J | 


x l ( l -\ n y y ^ 

— 2(jt — jy )( 1 — 

[33751 y = 2 .rarctan 


— lnj -)- 


lar)( 1 — \ ny ) — j*(1 — In ^ y )']}. 


解由 2 

X 

两端微分有 


2 arctan 上 
x 


于是 


c ): 


Mi ) 

+(f) 


Jrdy — 汐 clr 


故有 


办 = 2 

dr ， 

将上式对 * r 求导，有 






【3376】证 明：当 1 +巧= 々 Cr - jO 时(其中々为常数），成 

々年十 dr 一 d v 

•^ 等 ilT? - iTy* 

证将等式 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


^jry = k(x — y ) 


两端微分，有 


于是 


x( iy + y^ 1 ' = 々 （cLr — dy) ， 

(s — y)(xdy + yda ) =々 （i —jMcLr — dy ) 

=(1 +x^)(dr —d^), 


化简有 


古 cLr 一 dy 

有 1+: 2 - 1 + y , 

【 3377 】 若 / y+/+y _1 


0,则当 ^>0 时•成立等 


式 


dr 

n / T 3 ' 


dy 

1^7 


证将所给等式两端微分，有 

2 巧 2 dr + 2. r 2 vd.y 4- 2xdr + 2ydy 
于是 + l)dr + ; y ( i 2 + l ) d：y = 0. 

又由 x 2 y 2 +x 2 +： y 2 — 1 = 0,有 


① 


了=± 


1 ~y 丄 /1 — J 2 

命， 尸士 VW 


② 


由 .7：V > 0,知应为同号，把②式代人①式后•得 


dr 

V 1 — X 1 


/I^y 


【3378】证明 ：方程 

( x 2 +y ) 2 = a 2 (:r 2 — y 2 ) (a ^ 0). 

= 0 ,y = 0 点的邻域定义两个微分函数 j 
:•) •求 / i (0) 和/ 2 (0). 


>•求 A (0) 和/ 2 (0). 

正 由 ( J * 2 +)，:’):’ = a ( x - — ) ， 

y -f (2 x 2 -\-cr ) y 2 — ( u 2 x 2 — 


% (. r ) 和^ 


T 是 


-(2x 2 -j-a 2 ) + y/8a 2 x 2 +a' 

2 


: y =土 


8 a 2 x 2 + a ' -2 x 2 


士 /(/)• 


易知 (0,0) 为枝点，从 (0,0) 出发，有单值连续的四个 分枝: 




吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


jyi = /(*r 2 ) ，0 < I < 汐， 
yz = /(: r 2 ) ， — x ^ 0, 

V 3 =— /( ^* 2 ) t 0 ^ ^ 

y\ =— fix 2 ) t — ^ ^ j ^ 0 . 

这几个单值分枝能否组成(一 5，幻上的可微函数，主要看组 
成的函数在 -r = 0 是否可微，为此，研究各分枝在点^ = 0处的单 
侧导数. 


• V ’ i +( 0 ) = lim 


^1 (jr) — ,yi (0) 
• r -0 


lim 


/(• r 2 

x 


lim 丄 

j-^rO X V i 


r / vS^x 2 +a' — 2j 2 — a 2 

L^V - 2 ? - 


同理有 


|im 厂 8 a z x 2 + “丨 一(2 r 9 + “ 2 ¥~ 
^ V 2 j 2 ( y8a 2 x 2 +a 4 + 2 j. 2 W ) 


lim 



Aa 2 — 4 j . 2 


2( V 8 a 2 x 2 +“ 4 +2. r 2 + a 2 ) 


y f 2 (0) = lim 


/(:: 

x 


- 1 ， 



y \- (0) = lim ― ^ =— 】， 

，令 +o JC 

y\r (0) = lim ― x - 、 ■=】• 

•r ♦-<) X 


f Ax 2 ), o < 

于是 A ( h =1_ / Cr 2 )，_ 5< i <a 

J -/( x 2 ), 0 < x < 5 , 
^ {J：) ^\ fU 2 ),- S < x < 0 . 


是仅有的两个过点 (0.0) 的可微函数，且 

〆 ,(()）=1， 夂 2 (0) =- 1. 
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_3 - 隐函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 

【3379】若 

U 2 + y 2 ) 2 = Zx 2 y - y \ 

求 < /当 .r = 0和 y = 0时的值 • 

由 

( x 2 + y 2 ) 2 =3^ y - y \ 

+ (2 y 2 - 3^) x 2 +y +y = 0， 

2 _ (3;^ — 2丫 2 )士為 2 — 16/. 

‘r - 2 • 

尺 ( y )= 处二 W + yW ~ 16 / ， 

2 

/ ?( y) = 3 _y - 2 y 2 — V 9 y 2 — 16 y 

易验 证:在 y = 0 的邻域内皆有 fi ( y )^0. El 仅当 y ^ O 时才有 
h ( y )>0. 于是，点 （0.0) 为枝点，从该点出发，冇六个单值连 
续枝： 

】• A = v /^ T ，0< j < e ，它在上定义隐函数 

= / i ( x ). 

2. A =— 它在一 上定义隐函 

数 J = ,2(1). 

3. x 3 = v /^ T , — e <： v <0 •它在0<了<沒上定义隐函数 

y = 

4. ^ =一 一 e <« y <0, 它在一 5<. r <0 上定义隐 

函数 J = /«(丁). 

5. X 5 = A ^ y ， o <： y < e ，它在 o <. r < 0 〜 上定义隐函数 y 
= f ：, ior ). 

6. x 6 =- v /^ y . OSjCe , 它在 一 3<了<0上定义隐函 
数尸 / eCr ). 

易知，对右端3/的表达式求导数，有导数不为零，于是上述隐 
函数存在，因此，只要求上述六枝在原点的单侧导数. 


解 

有 

于是 

令 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




f 卜 （ 0) = lim 


fM 


(o) 


3C 一 0 


lim 




lim 


V - 2 y + V9 y 2 - icy 


lim 




— 2y + \/9 — 16 v 


f 2 -( 0 ) = lim 


(x)-/ 2 (0) 

x -0 


lim 

v 


W (: y ) 


/V (0) = lim 


3(x)-/ 3 (0) 


-r — 0 


lim 


/ TG ) 


lim 


: 


/ f (— Z ) 


— lim 


27 


z .-H) 


2 + \6z^ -3z-2z 2 


lim 


2z 2 ( ^9z 2 + \6z 3 + 3 2 + 2z 2 ) 


(9z^^\6z 3 )-(3z + 2z 2 ) 2 


— lim 


2( \/9 + 16e + 3 + 2c) 




一 Az 


73. 


lim 迎 


lim 


n-^-O X 


— v 0> r (* y ) 


—( - >/3) =73. 


yV ( o ) 


im 趣 

-40 X 


3y-2y 2 - V9y 2 - 16/ 


lim 


^ y ) 


炉(3¥_2炉+ 79炉一16 〆 
(3^-2r) 2 -(9/-16y) 


lim 


2(3-2y+ y/9-16.y) 
4 + 4 )， 


73. 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


/e-(0) 


/ 6 ( x ) 


r-^-0 X 


lim — f — 
Vh(y) 


ys . 


于是，上述六个单值连续枝可组成三个(一 ⑴上的可微函数 


1,2,3. 


J 2( 了） 


y = 3^(1)， i = 1，2 

y x U ) = \ f ^ X) ^ 0 
‘ l / 2 ( x ), x <0 

W ) = U (〜<0 

• \f,(x),x<0 

【3380】若 p + a+y = 

解对/+巧+/ =3 

两边关求导有 

2x + y + xy +2yy' = 


• y 3( i ) 


y »( o ) 


)，'2(0) =—\/3 * 


^' 3 ( 0 ) = v /3. 


3 ,求 y ， y ’， y ^ 


于是 y =- 
又对上式求导有 


1 + 2/ 


(j ^ 2y ^{(2 + y)(x + 2y)-(l^2y / )(2.r + y)} 
18 

(i + 2 W 

m 54 /ho ，、 162x 

^ = (7 T 2^ (1 + 2 ^ )= ~(7 T 2^- 


【3381】若 了 2 —xy + 2y 2 -i-x — y—l = 0,求 /， jy "， y " 在 
0^= 1 时的值 • 

解 对等式两边求关于 x 的导数•有 


2a — v — ^ ^ + iyy f + \ — y 


① 


以 X = 
代人①式得 


0 ，《y 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


y x=o = 0. 

将①式再对求导数，得 

2 — y — y — xy f -j- Ay ，2 4 - iyy ，f — y = 0. 
以 x = 0,y = 1，y = 0， 

代入②式有 

" 2 

^ ::: = 一？ 

将②式 W 对 i 求导数冇 

一 Zy — J ' y w + + 1 乂、， — ^ = 0. 

以 x = o,y = 1 *y = o ， y’ =— • 

代入③式有 



【3382】 证明： 对于二次曲线 

or 2 + 2hxy + ry 2 + 2cbc + 2ey 4•/ = 0 

等式: £ i [(/)—” = o 成立. 


证由题意•二次曲线应是非退化的，即 

a b d 

A = ft r e # 0. 
d e / 

由△尝 0 可保证 / 关0,现对等式 

ax 2 +2bory+cy z -(-2cLr+ 2ev + / = 0 

两边关于 i 求导数有 

2ar + 2f?y + 2hxy r + 2cyy' + 2d + 2^y = 0. 


于是 


or + /^ + d 
bx + ry + e 


+乘①式后•对等式两边再求关于的导数有 


② 


③ 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运 


a + 2by f +cy' 2 + (kr+cy + e)y f = 0. 


于是/=一& 


心 + Q + e 


{a(bx + q + e) 


(to+c^+e) 3 ， ' ^ ' 

— 2b(hz -\-cy + e)(co* + by + d)+ ciax -\-by + d) 2 } 

= A 

(hr +cy + e)'' 

(/)4 = A -i . (/ jjr+cy+e) 2 

=△ i • Zb 2 x 1 + c(cy 2 + 2bxy + 2ey) + e 2 + 26ar] 
=△4 • trx 2 — c(ar 2 + 2dr + /) + 2bejr + e L ] 

= △’ • [ (Ir — ac )x 2 + 2(be — cd)x + e 2 — cf ]. 

即 (/)4 是关于 i 的二次三项式，于是 


£5[(/ H ] = 0. 


求函数 z = 的一阶和二阶偏导数，设 (3383 〜 3387). 

【3383】 x 2 +y + z 2 =a 2 . 

解对等式两边微分有 

2.rdr + 2yAy + 2zAz = 0. ① 

dr 2 + djy 2 + ds: 2 + zd 2 z = 0. ② 

由①有 


于是 


dz : 
dz 

di 




z 9 dy 


由②有 


(dr 2 + dy 2 + dz 2 ) 


dr 2 - -d^ 2 - ^ (f dr + 子 dy) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


—士 —安 drd 厂士( 1+ 5)办 2 , 


故 


Srz = 
dx 2 

d^z 

dJ：dy 






一 : D ： 心 

: r 3 ，办 2 

3xyz = a 


d + V 2 


【 3384 】 z 3 —3^: = u 3 . 

解等式两边对 x 求偏导有 

2 z 2 tr ~ 3 ^~ 3 xy t Z 


① 


于是 


生 = - 
Ar z 

生=一 
dy z 




xz 




①式除以 3 后再分别对 J •及 y 求偏导数有 


{ 2z ¥v- x )% +{zt - xy 




d!z 

dx 2 




dz 

dy 



及 g 代人上述两式有 

ci l z = _2.r y ^ z 

dT 1 = ~ U 2 -xy)^ 


同法有 


dxdy 


dy 2 


(z 2 -xy) 3 ' 

z(z' — 2xyz 2 — 
(z 2 —xy) 


dy 2 (z 2 -xy) 39 

【 3385 】 x + y-{-z = e z . 

解等式两端微分有 

dj +dy + dz = e z dz^ 


① 


dz 


e c — 1 


(ir + d_y) 


x + y + z — 


(dr + d^y). 


即 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运: 


于是 生 = 生 = -1- 

丁 疋 ar dy jr + y-hz-V 

再将①式微分一次有 

d 2 z = e z d 2 z-\-e z dz 2 9 


故有 d 2 z 


e z —l 


(ck ) 2 


( e c"lTY )3 (V + 2drd.y + dy), 


平县 ^ = 

dx 2 dxdy dy 2 


f-l ) 3 


(x-\- y-\- z — 1)^' 


【 3386 】 




tan 


设 


— y 


tan — * 


d (f) = 


i + ⑸ 


从而有 d (7") = 0, 


或 


rdz — zdr 


dz 


(j*cLr — ydy) 


① 


于是 


dz 

dx 

dz 

dy 

由①得 




x 2 - y 2 ' 


x 2 -y 


(x 2 — y 2 )dz = xzdx — yzdy. 


②式再微分一次有 


② 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

(x 2 — y 2 )d 2 z 

=—(Zrdr — 2ydy)dz + jrdrck + zdz 2 — ydydz — zdy 

=-(xdr - ★) [ H〆 ]+ zdr 2 -咖 


=~~ 2 L —j 2 cLr 2 +2x3/cLrd i y —y ciy + (x 2 — y 1 ) dr 2 

-(x 2 -y)dy] 

_ z (— y dr 2 + 2xy drdy — x l dy 2 ) 

— ^ 2 -y • 


于是 


d z z __ y 2 z d 2 z _ xyz 

dP ~~ (x 2 -y 2 ) l9 d^ ~ U 2 -y 2 ) 2 


d^z x 2 z 

dy 2 ~ U 2 -y 2 ) 2 ' 

【 3387 】 x + ^ + 2 = e". 

解等式两端对求偏导数有 



(― 


于是， 1. 利用对称性有 g =— 1，显见 

^ = = 0 
3x 2 3xdy dy 2 • 

【 3388 】设 了 2 + y + z 2 — 3^ = 0 ① 

及 f 、 工， y ， z 、 = *!^ 2 2： 3 , 求/^(1，1，1)，若 

(1) 若 z = 3^) 是方程式①定义的隐函数， 

⑵若 y = y ( x , z ) 是方程式①定义的隐函数 • 

说明为什么这些导数有差别？ 

解 （1) 令 

FCx ^ y ^ z ) = x 2 + y 2 z 2 — 3 xyz = 0, 

则由方程①所定义的隐函数 z = zCr ,3；) 的偏导 z ^ Cr ，3；) 在（1， 
1) 点的值为 
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. 隐函数的微分 


第六章多变量函数的微分运算 



=^ +y z /(\A,z)\ i - zA\a) 

=1 + 3 • (-1) =-2. 

=-l. 

于是差 [/(:，々， 心 )]I u •“" 

= £^ i ' i ) L = 1 + i / ( i ^ i ) L = ，•^ (i ' n 
=1 • 2 (- 1 ) =- 1 . 

由①与②所得的对 i 的偏导数在 （1，1，1) 点的值不相等，方 
程 FU , y , z )=0 代表一个空间曲面，而 /( x ，： y ， z ) 表示定义在这 
曲面上的一个函数，函数 GCr ,： y ) = f ( x , y , z ( x 9 y )) 表示把原曲 
面上的点投影到00^平面上后，原曲面上的函数看成在 A 平面 
上定义的一个函数，表示此函数在 Qr 轴方向的变化率， 
它不仅包含了原来函数在 《 r 轴方向的变化率，还包含了原来函 
数在 Cb 轴方向的变化率的一部份，同样地， HCr，d = /( u ( x ， 
z )， z ) 表示把原曲面上的点投影到 Qr 2 平面上后，原曲面上的函 
数看成 Qrz 平面上定义的函数，表示此函数在 Qr 轴方 
向的变化率，它不仅包含了原来函数在 Qr 轴方向的变化率，还包 
含了原来函数在 Qy 轴方向的变化率的一部分，一般地，原来函数 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

在 Qy 轴和 Qr 轴方向的变化率的那两部分是不相等的. 

【 3389 】 若: r 2 + 2 y + z — 9 = 0 , 求 ， 

ax axdy 

f-f 在 1=1，} = _2,2：=1 时的值 • 
oy 

解对等式两边微分一次有 

2 xdx + 4 ydy + 6 zdz + xdy + ydr — d^r = 0 . 

于是 

( 1 — 6 z)dz = ( 2 i + jy)dr + ( 4 ,y + x)d < y. ① 

再微分一次有 

(1 — 6 z ) d 2 z = 6 dz 2 4 - 2 dr 2 4 - 2 dxdy + 4 djy 2 . ② 

把 

x = l^y =— 2,2 = 1 * 

代入①式有 
dz = 



代人②式有 




z 


dr 2 




于是，当 了 = 1，}=一2,2= 1时， 

a^z = 2 d^z = 1 = 394 

ar 2 — 5 ’ didy _ 5 ，办 2 — 125 - 

求 dz 和 d 2 z, 设 （3390 〜 3393). 

【3390】4+芒+ 4 = 1. 

a o c 


解等式两端微分一次有 

^ydr + 髮办 + = 0, 

于是 梦). 
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• 隐函数 的微分第六章多变量函数的微分 



再将 dc 微分一次有 


$[(§+?)¥+_ drdyf ( f +?) 智 


【 3391】= j ： + y + z. 

解把等式两边微分一次有 

yz d j- 4- xzdy + .rydz = dr + dy + dir ， 

于是 dz = 一 (1— w ) dr +( l - jg ) cjy . 

〜 \ — jry # 

对①式再微分一次有 

2zdxdy + 2 x 01 ^ 2 ： + 2ydxdz + xyd' z — d 2 z. 

把②式代人③式，化简后得 


① 

② 


③ 


(1-^) 


{y( 1 — yr )dr 2 


【 3392 】 


+ Dr + y — 之 （1 +xy )]drdj^ + x( 1 — xz)dy 2 } 

— 2{y( 1 一 yz )dr~ — 2zcLrdy + x( 1 — xz)dy' ^ 
一 ( l -^) 2 


+ 1 . 


解等式两端微分一次有 

zdr — xdz _ dz dy 


于是 


对 


dz 


g(^dr + zdy) 
y(x + z) ' 


(x -f z)dz = zdx + 




再微分一次有 

(x + z)d 2 z 


(dr + dz)dz + dzdr + — 


-dz 2 +—d^d ： 


kdr + — dzd^y - ^dy 2 
^dy =— (dz —f dy) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


于是 


d 2 


: g 2 [(_ydr + 2 ： dy) 一 (>r+ z)d^] : 

r(x + ^) 2 

z 2 (,ydr — xdy) 
y 2 (x-\~ z) 2 * 

=— z 2 (ydx — xdy) 2 
y 2 (x + zy • 


【 3393 】 2 = x + arctan 


v 


z 


X 


解等式两边微分一次有 
d: = dr + - 


(z 一 x)dv 一 y(dz 一 dr) 


1 + 


(z-x) 


化简有 dz = dr + 
对上式微分一次有 


d 2 


( z - x ) 2 


Z— X 


(z — x) 2 y(y+ 1) 




[(z-x) 2 +y^+D ] 2 


{[(z-x) 


+ y(y + l)]djy • (dz— dz) — (z — x)d3^ 
[2(z — xKdz — dr) + 2^^ + d,y]}. 

将 dz 代人化简有 


d: 


z 


2(x — z)(y+ 1)[(j •一 z) 2 + y] 1 2 
_(x — z) 2 + y(y + l)] 3 y ' 


于是 


【 3394 】若 m 3 — 3(x + 3；)w +z 3 = 0, 求 dw. 

解把等式两边微分有 

3u 2 du — 3w 2 (dr + dj) — 6u(x y)du -f 3z 2 dz 

u 2 (dr + dy) 一 z 2 dz 
u[_u — 2 (^* + ^)] • 

a 2 z 

dxdy' 


dw 


【 3395 】若 F(.x + y-\- z 9 x 2 + y 2 z 2 ) = 0, 求 
解把等式两边对 i 求导有 

广( 1+ 1) + 心(。+2 2 _)=。， 


0. 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 


同理 


djrdy 


干早 ^ = _ C+ 2 xF 2 

丁疋 dx ~~ F ， ,+ 2 zF ， 2 , 

同理 fy =~^ W , 

对①式两边求关于^的偏导数有 

盘 = — 7 ^^ W {(F ' 1+22F ' 2) .[ (F ' 1);+2J(F ^ ] 

-(^+2^；) • [(F ， 1 ) ； +2z(F ； ) ； +2z；. F；]} 

= ~ ^+\ zF \ y - {2U ~ z)F，x ' (广 2) ; 

+ 2(^-x)F 2 (F ， i ) ； -2[FiF ； +x(F ， 2 ) 2 >；} 

2f1> (F / ,+ 2 jF2) • (F\+2yF f 2 ) 

( F / l +2 zF ， 2 y —" - 

现分别求 (F^ 及 (Fl); 

(F 7 ! )' = i^u • (1 + 2：: v ) + ^12* ( 2 y-\- 2 zzy) 9 
(F / 2 ) / y = 1^21 9 (1 + z y ) + 1^22 • ( 2 y + 2 zz f y). 


① 


乂由 


* 總， 


F；- (F；)；- F； - (F\K 


F\ • K 


-CK 


= y x ^2^ 2 F i > 2 ^ 22 - 2F\F f 2 r n + (F ； ) 2 r；,} 

a ^~" (， i +2 W ) 3 {(?l) t22 

-2 F ， 1 F ；^ 2 +( F ， 2 ) 2 f V n } 




2 (y-z)F\ 

F ^2 zF 2 

2 (y — z)F\ 


i+ 2zF 2 


于是 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


2 F 7 ” （广,+ 2/ 2 ) • ( F / 1 +2 3 ； F / 2 ) 

( F / l +2 zF f 2 y • 

【3396】若 F(x — y , y — z 9 z — x ) = 0，求_ 和第. 
解 对等式两边求关于的偏导数有 


于是 

同理有 



【3397】若 + + y 十之 ） = 0,求房，蠢和 


解对等式两边分别求关于 •!* 和^的偏导数有 


(1+ 雳 )=0, 


巧 + M 1 +| h 0 . 

于是 g 叫 1+管 )， g —( i + ft ). 

现将■对，求偏导 ㈣ 

P = — 士 卜 . [n+n+fv (i+g) 


+ 1^21 f^22+ f^23 9 0 + 姜 )] }• 

把 ^ 代入上式并化简有 
dx 

= -^^{( F ;) 2 • (广: ,+ 2/^+^) 

一 2(^+]^)^. (^3+^23> 

+ ( F ， 1 + F；) 2 -^ 33 }. 

【3398】若 F (. nr ， ％ ) =0，求|^. 

dr 
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. 隐函数的微分 I 第六章多变量函数的微分运算 


解对等式两边求关于 I 的偏导数有 




Z 十 JT 


dz 


于是 g 


3 xr 

zF\ 

JcF\+yFV 


)+〜_ = 0 , 


现对 g 求关于 * r 的偏导数有 


dx 2 


- TxFV + yF ^ { 

+ Z (FV (… g)+ 〜 g)] 

-[广+如. 卜 +:鏊) + 广;0 

(… ■)+心_)] 2 叫- 


把庭代人上式化简有 


d^z 

ds 2 


{ y ^[( F ；> 2 ^ 2 


丨 / 

-2 F , 1 F , 2 f 1 2 +( F , 2 ) 2 ^ I ] 
-2z(F\) 2 - (xF\ + yF 2 )}. 


【3399】若 (1) F ( j ：+ z ^ y-\~z 


(2) F ( f ，亡 )= 0 •求 


d 2 z . 


解 （1) 对等式两边微分有 

F\* (dr + dz) + Fo • (dy + dz) 


① 


于是 


dz 


cLr + dz 


dv + dz ： 


ti^±FUy 

f\+f 2 ’ 

F\. (dr — dv) 



F\ • (dr — dy) 
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吉米多维奇数学分折习题全解 (g 

对①式再求一次微芬有 

• (dr + dz) 2 + 2i^ 2 . (cLr + dzKdjy + dz) 

+ ^22 - ( d ^ + d ^) 2 + = 0, 

于是 d~z = — p/^ p/ [f^i • (dr + dz) 2 

+ 2/^2 • (dr + dzMdy + dz)+ 〆“• (djy + dz) 2 ] 
=— ( 応 +V ,) 抓 . ( 朽 ) 2 - 2 户朽广 ; 2 

+ PV (F\) 2 ^(dx-dy) 2 . 

(2) 对等式 


心 f )= 0 


两端求微分有 


f ^zAx- xAz + f ^ z& 


— vdz 


② 


于是 


dz 


zCF^dr+ F ， 2 dv) 


xF\^yF 


zdz — xdz 


zdy — ydz 


zFz 9 (ydx — xdy) 
~" xF\+yF r 2 ^ 

一 zF\ • (.ycLr — xd^) 
xF \+ yF ^ 2 - 


1 I ^ z 

②式乘以 P 后再微分一次有 

pv/ • (zdr — xdz) z 卞 2^2 • ^ Z ^ JC — (zdy 

+ 巧 2 • (zdy-ydz)i _ (：rF ' i+ 3， F ； )d22 = 0 , 


dz) 


于是 


Z( r r~ ^rr ll^n • (zdx — xdz ) 2 
zHxF ^ yFz ) 

+ 2 F ， [ 2 (zdr 一 xdz)(zdy — ydz) 

+ -^22* (zdy — ydz) 2 ^\ 

[ 汽•的 2 -邮 




+^2 - (m 

【 3399. 1 】 设 2 ： = z(x, y) 是由方程 z 3 + ：y = 0 定义 
的可微函数，且 1 = 3 ， 3 ； = —2 时 2 ： = 2 ，求 ck(3 ，一 2 ) 和 
d 2 z(3 ，一 2). 


解 对 2 ： 3 — 2X+3 ； = 0 
两边求微分有 Sz ? dz — xdz — zdx + dy 


① 


于是 


dz 


z6jc — dy 
Sz 2 — x % 


从而 


dz 


2dr — dy 

3X4-3 




对①式两边再微分一次有 


于是 

从而 


6^(dz) 2 + 3z 2 d 2 z •— cird^ 一 xdrz 一 dedr 

j 2 2drd2 ： — 6z(dz) 2 
d " = — 3^— • 


2cLr(—dr — —d^) — 6 X 2 • ( — dr — g-d^) 


3X4-3 


y —2 


= - 243 ^ 2 + ^ 3 ^~ 243 ^ - 
【 3400 】设 a: = x(y, z) 9 y = y(x,z), z = z(x,y ) 是由 

方程 FU.y.z) = 0 定义的函数，证明 _ =-l. 

dy dz dx 


证 由隐函数求导法有 

3 F 

生 =-dy_ 9^ =一 
dy dF ’ dz 
doc 


3 F 

dz dz 

dF 9 d ^ 

dy 


dF 

3 F - 

dz 


于是 


【 3401 】若 : r + j + 2 = 0 ， i 2 +y+z 2 


1 •求 解羞崎 



吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


解对 Z 求导数有 


dr . d \^ 






0 


2 ^ +2 ^ +2z 


0. 


于是我们有 

dr 


y — z dy 
x — y " dz 


z — x 


x 


y 


【3402】若 J 2 +y = 去之 2 ， ar + y + z = 2. 求矣，裝， 普吾 及 


0 在: 


l，：y 


K 


2时的值. 


解对2求导数有 

2 碴 


羞硤 + 1 


Z 


0 . 


2 啻 2 + 2 4 ? 





d^r 

dz 2 




0 . 


① 


② 


③ 


④ 


将 


x 


1 * v =— 1 ，sr 


代入①、②有 

dr 


0, 




1. 


dz dz 

把上述结论和 . r ，> z 值及由④式决定的式子一起代人③式冇 

d 2 x 1 1 


ck 2 

【3403】若 . 
解微分有 


’ dc 2 4 • 


yu = 0 % yu 


1 •求農毫，石 



xdu — ydv = vdy — wcLr ， 
ydu + xAv = - vda — udy . 
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• 隐函数 的微分第六章多变量函数的微分运算 


于是 

du = 

_ i 2 +y[ (xu +yi；)dr + {xv yu )01^], 


du = 

dJ ： 

xu + yv du xv — yu 

X 2 +y % dy O ' 2 +y • 

同理 

dv __ 
ar " 

yu — jcv 
: 2 + / ’ 


_ 

dy ~ 

= _-±^, x2 + y> 0 . 


【3403. 1】 


可微分数 w 
h 2 uv = 1 ♦ 
u t 


: y) 和 y = u ( jt 9 y) 由方程组 


J:e 出， + 2 奶 = 


2 x 


所定义，且 w(l，2) = 0，W1，2) =0，求办（1，2)和也（1，2). 

解对方程组微分有 

(Ue uH， + 2 v)du + + 2 u)dv =- e^dr, ① 


1 ( 广 - rb )dw+( (T+^ - 广 ) 如 = 2dr 

把： r = l，y = 2 9 u(1 9 2) = 0 ， z;(l ， 2) = 0 ， 

代入①，②有 

[dw + di; =— dr ， 

I du — 2 &v = 2cLr — d.y. 

于是由③一④有 


e ^ d ^. 


③ 

④ 


dv 


—dr + 4- d ^. 


丨尸2 

由③ X2 + ④有 


du 




【3404】若 M + u = j . + 3 n 


sin u 
sin v 


•求 dw ， dx ;， d 2 w 及 d 2 


解 


由 

u + v 
ysinu 


•r + y, 
xsinv. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


微分有 


du + dv = dr + dj ， 

sint/d^y + ^coswdw = sim;cb' + j^cosvdv. 


于是 


du 


dv 


jrcosv + ycosu 
— (sinw — xcosv )d vJ . 

i 


sinz; + xcosv) dr 


[— (sim; — ycosu ) 


xcosv + jycosw 
+ (sinw + y cos w)dy]. 

对①，②式再微分一次有 

d 2 u + d 2 v = 0 

^ycosw • d 2 u + 2coswd^ydM — ysinu • dw 2 
= xcosvd z v+ 2cosz;drch; — xsmvdv 2 . 


从而 


d 2 w =— d 2 i; 


① 

② 


xcosv + ^ycosw 


L (2cosi;ch — 


— (2cosudy — ys\nudu)du^\. 


【 3405 】若 


e r cos 


y 


X JL . V 

sm 一 

y 







当 j = l ， 3 / = l，w = 0 ， i;=j 时，求 d “， ck /， d 2 w 和 d-u 

解把题中两式相除，平方相加，分别有 
tan — = 

式 y 工 

= £ l±X 

2 • 

微分①式有 

sec 2 2L . ydv — ydy = jcdy — ydr 

y y 2 jc 1 


① 

② 


③ 
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. 隐函数的微分 


第六章多变量函数的微分运: 


把 J 

代人③有 


1,7；= 寻， 
4 


di; 


微分③式有 


—y(cb—d.y). 


2sec" —tan — 

y y 


f dv— i;dv\ L 


sec 


2 v y 2 d 2 v — 2( ydv — -z;dv)d 


2(xdy — ycLr)cLr 


④ 


把 


l，j = l,v 


及 dt ; 值代入④式有 


d'v 


(dr — d^y) 


微分②式 


2^ .^ 2 ^ = x ^ + ydyu 


把 x = 
代入⑤式有 

du : 


dr + d 
~" 2~^ 


微分⑤式有 


⑤ 


4e 


Za ! xdu — wcLr 


+ 2e 


^ jr 2 d~u — 2(j：du — wcLr)cLr 


=dr 2 — dy 2 . 

把 x = lf.y= ltw = 0, 

及 dw 代入⑥式有 

d 2 u = dr 2 . 

【 3406 】 i^ x = t + r l 9 y = t 2 +r 2 9 z = t 3 +r\ 


⑥ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 






解 




2 / 

~ ■ 

= 

d/ 

一 _■ 

dr 

_ dr 

1 


d7 

1 


d2* 

3/ 2 


dt 

石 = 

:石 

1 


dt 


d 2 ,v . 

d 

= d ； 

(砮) 

dr 2 


dr 



d/ 

d 2 z 

d 

一忑 

(砮) 

6 ?" 


dr 



dt 


f 辛 +) 


f = 3 ( /2 + 7 + 1 


0-7) 


^-7) 


1- 


«)• 


【3407】在 Qry 平面的什么域内方程组 
x = u + u^y = u 1 + t/，z = + i /' 


(其中参数〃和〃取所有可能的实值）把 z 定义为变量 o •和^的函 


数?求出导数_和 g . 


解 


由 

U-\-V = JC 

V + W 2 = 


X 士 

2 


xT Jly-x l 
4 


其中 


2： y - i 2 >0, 


或 




对方程组 


W 十 1 N 
u 2 + l / 
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• 隐函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


求关于1的偏导数有 


于是 


1 = 

dor doc ' 

0 = 

2u^-+2v 

dx 


_ V 

ar 

V — u 

dv 

u 

= - 

dx 

V — u 


dv 


(u v) 


又对 2 = V + V 求关于1的偏导数有 

笋 = 3 m 2 笋 +3 V 笋 = 3 w 2 

ox ox ax 


V — u 


u 

V 一 u 


同理 


=— 3uv. 

g = l ( …) 

【 3407. 1 】 若 

\r = w + In 仏 
、 .V = T ； — In u% 

\ z = 2u v. 


在 M 


时，求出房和舞 


解对方程组 

•r = w + lrw ， 

^ y = v — lnw ， 
z = 2u + v. 

求关于 i 的偏导数有 

1 = 心 + ^, 

v 

J A , 

0 = v x - ， 

u 

z s = 2 u T + V . 
w 〉 0，* y 〉0， 


其中 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


TT ^ J 


于是 “: 


V X 


从而 


/ “=1= 2 X 丄 + 丄 = — 

J 2卞2 2 • 


同理有 u 


于是 i / 


uv ^r\ 


从而 


2 X 




[3407.2] 若 


X = 

=w + I ； 2 ， 

^ 3^ = 

= u 2 — V 3 , 

z = 

= 2 uv . 

， V = 

=1 时，求出 


解 


在 “ = 2 ，0 = 1时，求出 

ajrdy 

解对方程组 
x = a + x / , 

iz = 2 uv . 

两边求关于 x 的偏导数有 

( 1 = w’i + 2w ’： ， 

^ 0 = 2uu x — 2w’j ， 
z x = 2(u jV 4 - uv f x ) 


从而有 


TT ^ i ， 


J ~~ v {\ + 2 u ) 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运簍 


于是 


对方程组 


W + V， 


两边求关于 J 的偏导数有 

( 0 = u y + 2 w r y 9 

\ 1 = 2uu f y — 2vu, 


于是 


1 + 2«， 


① 


从而 

对 


于是 


2^(1 +2 m ) 


y y -； 


y u 


l+2w 


两边求 关于* r 的偏导数有 


«=2 


_2u\_ 
(l + 2u) 2 

2 

— 125. 


(l + 2«) 


XXt v y =- 2v{X _ 2u) 馳敍 1 f I 瞧#随 

// 2^(1+2w)+2^* 2u x 


② 


③ 


[2x;(l+2w)] 2 

2 X 喜 (1 + 2 X 2) + 2 XIX 2 X 各 


从而 


100 


= ? A _ 

~ 500 # 

2{u x v + icu r j 


④ 


对 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


两边求关于 J 的偏导数有 

Z jry = ryV + U X V y + U y V , 

把①，②，③，④代入⑤式有 


+ ^xv]. 


⑤ 


50 # 


【3408】 若 j: = cosipco 叫 j ， y = co?.(ps\n{p ^ z = sin^. 

解对 

jr = cos^cosip 9 y = cos^sin0, 

求关于 i 的偏导数有 

1 =— smcpcosip^ — cos^sin0^ , 



sin^sin^^ + cos(rcos0 ^ 
ox dsr 


于是 


从而 


dr 

dx 


cosi/j 30 


coscp 


d<p 

dx 


s\ruJj 

COS(p m 

COX(pCOS(f f 


^4 = A (^\. dc E + A (^\.^ 

dx d(p \dx 丨 d.r dtp \dx ) dx 

=• (— cotpsin # •(— 
sin-03 V sin^j / t t \ 


coscp 


= cos 2 4 + sirr 0 • sirry 

sin 3 

__ sin 2 <p+ cos 2 <p • cos : 0 

s\n A (p • 

【3409】 若 j. = mcos v 9 y = usin v 9 z 

ay 

解 j: = ucosv 9 y = wsim;， 
两边求微分有 
— 146 — 
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3. 隐函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


于是 


cLr = cosidw — usinvdv^ 
dy = sin^dw + ucosvdv. 
du = cosvdjr + sini/dy ， 

dv = — (— sirvudr + cosvd v) ♦ 
u 


udv = — simxLr + cosvdy. 

对①式两边求微分有 

wd J i;+ dudv =— cosvdvdx — sini»di ； d^y =— dudv 


① 


从而 


d: 


d'v 


— dudv 
u 


^2 ( cosz/cLr + sim;d 3 / ) • (— sim^dr + co^vdy) 
(sinz;cosi;cb ' — cos2i ； drd^ — siirucos^v 2 ). 


故 


d^z __ 2sinvcosv _ sin2t; 

9^ = "" 

d 2 z _ 


vco\ 

cos2v S^z 

了， W 


sin2t 


d^'dy 

【3410】设函数 z = zU . y ) 由方程组1 
uv ( w 和 L ； 为参数）定义，当“ = 0及 U = 0时，求 dz 与 cF 


解 dr 






' (du + dv) 


w-l) 


14 = 


(du — dv) 


du + dvn 


du — dz;. 


v — 0 


于是，当 “ = 0，1； = 0 时 


du 


(dr + dy) ， dz;= 万 （dr — dy ) ， 


= wdx; + vdu = 0^ 


d 2 z 


= ud 2 v + 2dudv + vd 2 u = 2dudv 

= 2 (4^)(4£^ 卜 + (dr 2— d y). 

【3411】若 z = : r ’ + y ，这里 y = y (, J ：) 由方程 J * 2 — xy+y 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


定义，求^及 £ f . 

解 由 = u 

2x — y — xy r + 2yy' — 0, 

2 — 2/ — *r/ + 2/ 2 + lyy = 0. 
/ 2x — v 

^ = 7 =^， 


于是 




6(x 2 — xy + y 2 ) = 6 

(x-2^) 3 — (x-2y) 3 ' 

p+y ， 

= 2x-h2yy f = 2x + 2^- 

x — iy 

= 2(/-y) 

x — 2y ， 


d 2 z 


= 2 + 2 y 2 + 2/7 = 2/ -\-xy f 

= 2(2x — y) , 6x 
— x-ly (x-2y) 3u 


① 



【3412】若 w = 这里 z 由方程 W = xy +3^ 定义， 

V 十 2： 

:及 I . 

解对 


ze z = xe J + , 

两边求微分有 

e:(l + z)dz = e^(l + x)cLr + ^(1 +.y)d3/. 

又由 u = 

y +z 

有 du = 

— (x + 2r)d^y — (x + z)dz] 

(x + z)dy 4 - () — :r)dz] 


= ^ hy L(y+z)dx - 


7 — r~+ :)dr + (y + z)dz 
0 十2广 
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3. 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 



1 


(*y+ 2) 


2 [(3^ + 2：)cLr — (x + irJd.y 




-x)e r (l+J：) 

e:(l+ 2 ) 


dr + 



于是 


du 一 1 , (x + l)(.y — x) 

石 — y-^z (z+\)(y-\-z) 2e 9 

du = — x + g 十 (_y + l)(.y —j) 
3y ~ (y-hz) 2 (z-hl)(y + z) 2 


【3413】设方程 


e、' 


x = <p 、 u ， v)，y = ip(u ， v)，z = ^(ujv) 

定义 z 作为 1 和 j 的函数.求 _ 及 g . 

解对 o •求偏导数有 


1 = 

dcp du dcp dv 

① 

0 = 

dip du dip do 

du dx 、 3 v dx ’ 

② 

& 

d )( du dv 

③ 

ds 

du Bjc dv dx ' 

由①和②有 

• 


du 

\ dip dv 1 dip 

④ 

dx 

A dv ^ dx A du 


其中 


dcp dip dip dcp 

du dv du dv 


把④的结果代人③有 



同理有 







吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


dz 

-: 

dy ^ { dv du du dv . 

【3414】设 J " = ， 3 , = 〆 “，!；） 求反函数“ = u ( x , y ) 

和的一阶和二阶偏导数 • 

解求两次微分有 

da ' = <p \ du -\- ( p \ dv ^ ① 

dy = 〆 ! dw + (// 2 dv ^ ② 

0 = ^ii dw L> + 2<p f \ 2 Audv + <p 22^v 2 + ip \ 6ru + cp f 2 d 2 v 9 

③ 

0 = ^iid« J + 2t/l’\2du&u +1/!’ 22 dv 2 + ijj id L u + v ， 

④ 

其中右下面标号 1，2 分别代表对的偏导数. 

令 I = (f \if) z —(foip y ♦ 

则由①，②有 


du 


du 


于是 


du 

dx 


( 0 ’ 2 心 — <p 2 dy ). 

\dy — ip'\(\x). 

1 , / 1 30 du 

_ 丄迎全 = 丄改 
I du ^dy / du 


⑤ 

⑥ 


-it 


逆 = _ 丄迎奎 = 

ar I du’dy 

根据③，④，并把⑤，⑥代人有 


6ru = 了 [ 9 , 2 (^iid “ 2 + 20 ，， i 2 dwdi; + tjj^odv 2 ) 


— if! 2 、 <p\ idw' + 2^12 dudv + <p\2 dz/)] 

2 ^ii —i/J 2(p\\ )((p / 2(Lr — <p ， 2 dy ) 2 

+ 2(<p f 2^\2 — ip f 2<p f \2 ) (— (p 2 ^i dy — (p f 
卞 ^<p f 2^22 — ^ 2 9 22 )(<p f \dy — \dx)~^\ 


dr) 


dr u 

dP 


dr 2 + 2 




比较上式两端的系数有 
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• 隐函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


d 2 u 

dx 2 


丄「〖金 t ^ k \ 

Pl\dvdu 2 dvdu 2 ) \dv) 


— 2 [红 ^ )• 遂雖 

\dv dudv dv dudv I du dv 


(dcp d 2 tl> 
chr 


dv dv 2 dv dv 2 


I 耆)(総 ) 2 ]， 


Sru 

d^dy 


8 ^u 

d ? 


= 去「(笋 9 — 窆 g ) •窆磬 

I 3 L^dv 3w w 3v dir , dv dv 

\dv dudv dv dudv) \du dv dv du I 

+ /a^al^_ag # al^\aga^i 

\dv dv 2 dv dv 2 Idu du J' 

丄「〖轰心-逖 / ag \ 2 
P L \dv du 2 dv du 2 I \dv / 


n/ dcp 3 2 0 — 麥 • cTip dcp dtp 
1 dudv dv dudv f du dv 


+ / aga ^_^ 

\dv dv 2 dv 

drv d^v dry 
9 jt : "dxdy " dy 1% 


类似地可求 d ~， 


0Hg) 2 ] 


【 3415 】若（ 1) j- = wcos — jy 


i/sin 


( 2 ) ^ 


us\n v,y 


ucos v. 


^pdu du 3u du 

^ dx 9 dy 9 dy 
解 （ 1 ) 由 

<p(u 9 v) 


=ucos — ^(p(u^v) = wsin 
u T 


du 

du 


cos 上 + —sin 
u u 


sin - cos 

u u 




sin 


m — 


= a ^ a^_ag # ^ 

du dv dv du 
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fcos-^ + ^sin^)cos^ 

V u u u / u 
,.V / - V V V \ 

+ sm 一 • sin - cos 一 

u V u u u / 


i . 


于是由 3414 结论有 


du 

dx 

du 

dy 

dv 

dx 

do 

dy 

(2) 由 


dijj 

dv 


COS 


u 




I dv 


30 

du 


—cos — 
u u 


sin 


丄 

/ du 


—sin-+ cos — 
u u u 


有 


<p(ujv) = e u + us\nv^(p(u^v) = e u — ucosv^ 


+ sin^,^ = wcost; 


^ = e M — cosv,^ — usinv, 
du dv 

I = (e u + sinz;)wsini;— (e “ — cosv)ucosv 
= M[e fi (sim;— cosi;) + 1]. 

于是由 3414 有 


du 

dx 

du 

dy 

do 

dx 

dv 

dy 


sim; 


•“ （ sirw — cosv) + 1 
cosi 

e u ( sinv — cost;) + 1' 


cosw 


uie u (sinv— cosv) + 1] 


e“ + sini; 


w[e u (sim;— cosv) + 1] # 


【3416】函数“ = W ( x ) 由以下方程组定义 ：W = fU . y , 
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• 隐函数的微分 第六章多变量函数的微分运: 


2 )， g (( x , y , z ) = 0, h ( x , y , z ) 


0 • 求普及砦 • 


解 


微分有 

du = 八心 + 八办十 f Z dz 

= (dr 鑫 + d 3 ^ + ck 蠢 )/ 

0 = g x dr + gydy + g\dz 

= (心 i + b |; + dz 蠢卜 

0 = // r dr y dy + li f s dz 

= (dr |； + d：y 悬 +dz 蠢 ) A. 


① 


② 


③ 


八 d(g ， h) 

7 d ( y , z ) 

则由②，③有 


f d ( fiJ 2) 


r d(g^h) 

l 2 ' d ( x , y ) 




cLr，ck 


di . 


把 d ： y , ck 代人①，我们有 


du = fjdx + fy • y L dr + 八 . Y&X 

ii 

= 7-(/1 A + h/y + h/z^dj ： = +cLr ， 
I 1 i 1 


其中 


D ( x ^ y ^ z )* 


du 


于是 t = fr 
现对① ，②，③ 式再求微分有 


d~w = ( dr ^ ^; + dz ^ ) f + / y d 2 y + / z d 2 Zj 


④ 


0= (clr ^： +dj;^ + dz ^) 发 +/> ， d 2 ：y + g 、 d 2 z ， ⑤ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


0=( 心差 :+ 办義 + 心表） h-r-!i y + h f z 6rz. ® 

于是 d2 尸六 [〆>• ( dr ^ + d )’ 悬 + dz 蠢)、 

_心.(心暴+ 办悬 + d 2 ： i )、]， 


fi 


( 心 i +d 4 +d 4)、] 


八 d(h ， f) = r 3(/ ， g) 
^ d(y^z) ' ’ d(y 9 z) 

把 d 2 y 9 d 2 z 代入④有 

3 


Is. 


d^u 


>-(^ + d 4 + d 4) 


+ / 4 • [ch ^-+dy 3 


ar •- :石 
a , .. a 


+ dz ^- \ fi 


dz 


把 dy = 7 ^clr ， d 2 


) 


+ J 5 .(dr |； + d3^ + d Z 暴 ）/ «] 

h 



代人上 式有砦 = A [ 卜 i U ir Jrh i~y Jrh tz) 


u * i u ic + u i ~ y Jrh i ~ z ) R 

+ h -{ u ^ + h§- y + u §- z ) 2 h ]. 

【 3417 】函数 w = u{jc,y) 由以下方程组定义 :w = fix.y, 


z 9 t) ^g(y^Zft) = 0 ， /i(z，/) 


0 . 求 i 和 I. 


解 对 w = f(x,yjZ>,t) 9 g(y,z,t) = 0^h(z 9 t) = 0, 
求微分有 d“ = f a<h' + f y dy + f Z dz -\- /,dl, 

0 = gydy + g^dz + g . dt . 


① 

② 
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. 隐函数的微分 


第六章多变量函数的微分运算 


令 


// Z dz + /i’,d/. 

二 a ( 尺 ， /o 

a ( z ，/) ’ 


③ 


于是由②，③有 


dz = y^— g > h ， l )dy,dt = j- 9 


把 cb,d/ 代人①式有 


于是 


Au 

du 

dx 


j\Ax -r f y Ay — \ — f M\)dy. 




其中 


' h = 

【 3418 】设 j: = f(u ， u ， u，) t y = g(u, u^w) = h(u 


•求鵠噌. 


^ dx dy ' dz 

解对 

J ： = /(W ， lN*a ，） = 私 （ M ， V ， If)，Z 

求微分有 

dx = f U du + / ， r dv + Audits 
dy = ti\du + n\,dv + ^'u.d^s 

dz = h’ u du + h V dv + h u .dtc». 

八 r — d(f ， g ， h) 


h(ti. 


ir f\ /'u. 


于是有 

du = 

=j dy k\ = ^ 



6,z h r v h 9 u . 

其中 

/i = 

_ r 
d(v 9 w) 9 

d(M ， f) 

d(v^w) 

从而 

du . 
dx 

= ll 9 du=. 
I dy 

h du _ ,3 

了，石—了 


djr + ^jdy + ^ jd ： 


，/ 3 


3(/^0 

3( z ； ftt ») # 


【3419 】设函数 


z(jr^y ) 满足方程组 f(x,y,z,t) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


g ( j ：, y , z , t ) = 0. 这里/为变量参数.求 ck . 

解 对 f ( x 9 y , z ^ t ) = 0, g ( x ^ y , z ^ t ) = 0, 
微分有 / ^(Lr + / y dy / Z dz / r dt = 0, 
g^dx + gydy — g.dz + g^t = 0 . 

把 dz ， d / 看作未知数，解上述方程有 


心 = y-C// • (g s ±r-\-g\dy) —g t • if x dj ： -]-f ， y dy)~] 

i 3 


=j 一 〆'/、) 心 + (/^ 、一 〆'/’>• ) d ： y] 
— /jclr + I^dy 

= h ~~ % 


其中 


/i 


a(/ ， g) 


， J2 


d ( f ^) 


，厂 3 


8 ( Ag ) 

d(z,n 


3( u ) a (: y ，/) 

【3420】设“ = /(^)，这里^为变贵* r 和: y 的隐函数，且由 
方程^ =^ +外(幻定义.证明拉格朗日 公式： 

STu _ 3- 1 [r.r^ndu 


有 


ay 

提示 :证明 ^ 
证 由 dz : 

dz 

■_■ ■ — _ 




arf. 

=1的公式并采用数学归纳法. 

+ >y/(2 ： )d2 


于是有 


dz 

dy 

du 

dy 


1 一外⑴， 

(p(z) ■ 


\- yp \ z ) =< P {z) ^ 




/ (z)<p(z) ■ 




从而当 〃 =1 时成立.对任意可微函数 〆 幻有 

砻[作嚕]=如鮮•農 +☆) 盘 


= 9 UV( 2 )gg+^( 2 )| ： (g) 

= ^ ( z ) g ,( z ) ^ t +g(z) £[ ,p(z) ^] 
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• 隐函数的微分第六章多变量函数的微分运算 




差 [帅⑺ & 


令 g ( z ) = cp ( z ) ， 

有 ip = i(^) = i[^ (z) i 
也就是 " = 2时，该公式也成立，现设^ 


蓋 ®)4 IX ]=^ 2 ⑴ i } 


々时，公式成立.即 


0 =郭 


⑴ i 


于是噌]卜笋谢⑽訓 




噌]. 


因而，当〃=々十1时，拉格朗 H 公式也成立，从而对一切自然数〜 

皆有0=誤^(崎] • 

【3421】设函数 z = 由以下方程定义： 

( p(x — az,y — bz ) = 0, ① 

其中办 W ，汾 为变量 w 和^的任意可微函数 U 和 A 为常数).证明 : r = 


z ( x . y ) 是方程 u 


1的解.说明公式①的几何性质. 


证 


^,.( l - a g )-^ 2 . g =0, 

―少’,•“窬 +0’"（1-6 繁 )=0, 


有 & — 步 I dz _ 少 2 

们 ar ~ a^>\ + 袖 ’2 9 dy ~ c^>\ + 袖 ’ 2 

把上面两等式依次乘 cz 、6, 然后相加有 


OX dy 


157 





吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


即 


Z 


•: 


(〜)为方程噹+嘌 


1的解 • 


-等式1=0表示曲面①上任一点 a (心， m ， 21 ) 

dx dy 

的法 向量〜 =彳房，，，_ ,，，一 11皆与向 M 的 n = {“，/?，1 } 垂 
直，过点 A 作平行于 n 的直线 A 


Jr — ^ } 一 一 z — z { 

a 一 h 一 \ • 

易知 A 上的点皆在 fill 面①上，于是，曲面①是母线平行于 r , 的 
柱面. 

【3422】设函数 s = Hx ，. v ) 由以下方程 定义： 


— 了 0 
\ Z — Zo 




② 


其中 cp ( u . v ) 为变量 W 和 V 的任意可微函数.证明 z = zCro ) 满 
足方程： 

(x — x 0 )^-\-(y — yi ))^ = z — zo . 说明公式②的几何性质 • 

证由于 


Z 


2o 一 （ J* 一 Jo ) 


dx 


( z-zj 


ar 


一少’ 


(: y —>) 


dz 

dx 


(z — z 0 ) 


0, 


于是 


_0 
生 = 

生 = 
dy 


(u — xp )^ • z — z 0 — (y — y ,>) ^ 


(z — Z 0 )^ 


(Z — Z 0 ) 


2 


0 


(z — Zo)^ 


(x — x o )0 i + (y — yo)<P : 


(z — Zo )0\ 


(x — x o )0 i + (y — yo)^ i 
把上面二个等式依次乘以 i 及 : y — ,然后相加有 


一。) ■ + 


2 0 
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• 隐函数的微分第六章 


等式 (了 -wT。) 赛 + (y - jy。) 最 -(2 ： - 2 。） = 0 

表示曲面 (2) 在其上任一点 P 2 U 2 , y2 ^ 2 ) 的法向量 


与向量 


虐 L ， iL ， -1 }， 

{x 2 —jr 0 ,J 2 — «yo ， 2 2 — 2 o } ， 


垂直，作过点 Pq ( j^o ^yo 9Z0 ) ^ 2 ( x2 ^ y2 9Z2 ) 的直线心2 


x — xq = y — yo = z — zp 

工 2 — 工。 yi — yo z 2 — z 0 ’ 

易知 ^2 上的任一点皆在曲面②上，于是曲面②是顶点在 P 。 的 
锥面. 

【3423】证明 ：由以 下方程 

CLT+by-^-CZ = 0 (x 2 +y+z 2 ), ③ 

(其中 0 ( u ) 为变 M W 和^的任意微分函数，6和 C * 为常数）定义的 


2 — Z 0 


函数 2 ： = z ( x , y ) 满足方程 “ry — bz ) |^ + (oz — ro *) |^ 

说明公式③的几何性质. 

证由 


hr 


a+f i = 0/ - ( : 

b + c^- = ^> • (c 
dy ' 

dz _2 x ^? — a dz 
dx c — 2 z ^> % dy 


叫 2 j + 2 z i )， 

少’ • i 2y + 2z ^)^ 


ly^-b 
c . 二 2:0’. 


把上面二个等式依次乘以 ( r ： y _ fe ) 和 ( tiz — n )， 然后相加有 

( cy — bz )^ + ( az — cx )^ 

9 jt dy 

(2x<p / -a)(cy-bz) + (2y<p f -b)(az-cx) 


— 2 z ^ 


= ( - 町 ) = 一 

设 P 3 ( j ： s ^ y 3 ^ 3 ) 是曲面③上任意一点，记 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



于是 n 3 丄 （ P 3 Xr 3 )， 
其中 ~Pi = {: 3 ，）3,2 3 }• 


设由原点到 P 3 的距离为 d ， 即 

jrl + yl+si = 

考虑平面 A：or +by +« = d 和过点 P 3 的球面 S ： x 2 + y + 2 2 = 
d 2 ，且设平面 A 与球面 S 的交线为 C ，则 
1°由点 P 3 在曲面③上可知 

OX 3 +〜3 +CT = 0(^3 +3^+4 )， 

即 d = 0( d 2 ). 

这说明曲线 r 点的坐标皆满足方程 ③， 即曲线（:位于曲面③上. 
2°由 A 为平面， S 为球面知交线 C 为一圆周曲线. 

3°圆 C 的圆心 Q 即为由原点到平面 A 的垂足，故 Q 点位于 
过原点且与平面 A 垂直的直线/上. 

综上所述，可见曲面③是以直线 /:i = f =-为旋转轴的 

a b c 

旋转曲面. 

【3424】 函数 z = H ： r ，： y ) 由以下方程 定义： . 

证明：（了 2 — y — 2： 2 ) |^ + = 2 x 2：. 

证由 2 x + 2 Z g =/( 爹)|， 

有 生=_ 2 x _ 

ax 
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• 隐函数的微分 第六章多变量函数的微分运算 


同前 g 


: 2 - y+y - 之 ) 

2 只一 o 


于是 （ y-y — 〆 ） 唐 + 2 *^§ 

= 2>r.v (z 2 + y 2 — I 2 ) + 2，y ( 子 2 - y 2 + z 2 - z〆 

— y(2z -/)~~ 

_ 2xyz(2z — 广 ）— 0 
= y(2z-/) =ZXZ - 

【3425】函数 2 = zCr ，： y ) 由以下方程 定义： 

F ( x -\- zy-\y + zx ^ 1 ) = 0 
证明 : i_+ 3 ^ = 2 ： — xy. 


cljr 


fl y 


z — xy. 


证 


F **( 1 + ii ) +F，2 


dz 

x d^~ z 


F\ - 


dz 


+F W 1 +i_h 0 , 


于是 


dz = yzF\ —x 2 yF\ dz = xzF\ —xy 2 F f 2 
d-r x(xF\ + yF\) ’dy y(xF\ + yF\) ’ 

^dz , ^dz _ yzF\ —x 2 yF\ -\-xzF\ —xy 2 F\ 


r _i_ v = 2 ~ x yt i +xzi 

9 x~ ry dy - JrF\+yF 


= (之 +yF f 2 ) = 

xF\+yF\ y ' 

【3426】 证明： 由以下方程组 

I xcosa + ysina ^ \nz = f(a) t 
1 — xsina + ycosa = f ia ) ， 

(其中 a = a ( o *，3；) 为变量参数和 /( a ) 为任意微分函数）定义的函 


数 


z ( x , y ) 满足方程( 


dz 

di 


( I -；) 
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证 xcosa + jysina + \nz 
两边求关于的偏导数有 


/( a ). 


cosa - xsina |^ + vcosa + 1 ^ 

oj ： ox z ax 


，⑷ i 


把 — xsina+^cosa 
代人上式有 


/( a ) 


cosa + 丄 _ = 0 
z dx 


或 


同理有 


& 

dx 

dy 


2 ： cosa . 


把①，②两式依次平方，然后相加有 


dx 


ft) 


= 〆 • 


【3427】 证明： 由以下方程组 
\z = ar + + /( a ) ， 


① 

② 


0 = J * — 4 + /’( a ) ， 
a" 

定义的函数 Z = zCr ，： y ) 满足方程 

c)z c)z 1 

^ r y = h 


证 


dz = 

& 

dx 


adx + — + x — + /^( a ) 

a ^ 


da = adr H - d^y 

a 


dy 


于是 


dz dz _ 1 _ i 

【3428】 证明： 由以下方程组 

jO — /( a )] 2 = x 2 (y — a 2 )， 
i \_z — ( a ) = ar 2 ， 
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. 隐函数的微分 


第六章多变量函数的微分运算 


定义的函数 


ci z () z 


证 


于是 


从而 


【3429】 


数 2 =之(^)满足 方程 ; g 
因为 

2[ z -/( a )][ dz -/( a ) da ] 

= ( y 2 — a ) 2 xdv + x 2 ( 2 ydy — 2 ada ) ， 

[_z — f ( a)^\dz = x ( y 2 — a 2 )cLr + x 2 ydy 

— { ax 2 — [_z — ( a ) }da 

# 

= s ( y 2 — a : ) cb - + x 1 ydjy . 

dz = x ( y 2 — a 2 ) dz = x 2 y 
3 .r z — f ( a ) % dy z — /( a )* 

& = = r 2 ( y ^- a : ) = 

3^ dy [z — /( a )] 2 • [z — f ( a ) J J 

9】 证明： 由以下方程组 
I z = ar + ycp(a) + t/j(a) » 
lO = j + vy /( a ) + 〆 (《)， 




定义的函数 


dx’jy) 满足方程 g — (^f~ y 


因为 

§ = a 十 " 7 " 鑫 + w ' (a) 鑫 W (a) 鑫 


a + [x + 3 ^ ( a ) +^’( a )] 盖 


d^z 

& • 
dy 

dy 2 


da d~z = da 
dx % dxdy dy' 


轰 +—) +ycp'(a) ^ = cp(a) 


f ( v da d 2 z 


dx 2 dy 2 


_ d ^ z _ 

dxdy 




a ， a ，、)-( g ) 

嚕 - a ，] 
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又 


于是 


a 2 


dxdy 

d 2 zd 2 


d 2 z 
dydx' 

\dxdy I 


dx 2 dy 2 

【3430】 证明： 由以下方程式 


y = xcpiz) + 4 ( 2 ) ， 


定义的隐函数 z = 2 Cr ， 30 满足方程 


证 



()z c)z d 2 Z 
3 x c)x dy 



= 0. 


令 


dz 

dx 


P 


dy 




dx 2 



d 2 z = s = t 
dxdy • ’dy 2 • 

现对方程两边分別求关于 *r 和 y 的偏导数有 

<p(.z) + [_x(p\z) +4,(z)]/> = 0 ， 

\^ X ( p \ z ) -\- if ) { z)~\q = 1, 

2 cp { z)p + \_ xcp \ z ) + ip // ( z )^\ p 1 + [ x < p \ z ) + ip \ z ) }r = 0, 

① 

(p\z)q 4 - \_x<p\z) +#"( 2 ：)]/>g + [_x(p\z) +/(2)]5 = 0 •② 
[_xcp\z) + \_xcp\z) +^( 2 )]/ = 0. ③ 

把①、②、③三式依次乘以 g 2 ， （_ 2內）及/> 2 ，然后相加•又 

[_x(p r iz) +0’(z)]g =1^0. 

于是 rq 2 -2 pqs + tp 2 =0， 


即 


(dz \ 2 d 2 z o dz dz d 2 z , /& \ 2 ^_z 
^3^ / dx 2 dx dy dxdy \dx ) dy 2 


§4. 变量代换 


1. 在含有导数的式子中的变量代换 


A 


少 (1小/:，/万，•••）， 


在下 式中: 


需要把1，^转换成新的变量^(自变量）及 以 函数），它们通过 
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量 代换第六章多变量函数的微分运算 


方程 


x = f ( j ， u)，y = g ( t , u ) 

与原来的变量 jrRy 联系起来将方程式①微分， 得出: 


① 


M a u 


()u 


W , 


类似地可表示出高阶导数:/二.….因此我 们有： 

A = <P } ，•••)• 

2. 在含有偏导数的式子中自变量的代换 在下 式中: 

r, rr/ Dz rl ： Z fl 2 Z r?' J 2 ： \ 

B = wwy •)， 

假设： X = f ( u , v ) ,y = ff(u,v) 


其中“和 ^ 为新的自变量，则逐次偏导数 


flz f)z 

r? J* ’ J)， ’ 


由以下方程确 


定： 


rlz _ (lz f)J + c)z f)z _ c)z r7 f + dz 

f)u ()x f)u c)y flu * c)v r)x civ ?y 


等等. 

3. 在含有偏导数的式子中自变量和函数的代换 在一般的 

情况下•若我们有以下 方程： 

X = y ( u^v^co) • J = g(u 9 v^co) • 
c = h(u,v<,aj) © 

其中为新的自变 M 和 w = a ;( w ， x ；) 为新函数•则对于偏导数 


flz 

r7.r * fly 


•我们得到以下 方程: 


r)z I a f f) f cko 

7 •、山 / r)fn 


)clxArlu 


<lh 


r)x ' { h( rlco ) ()y \ (^co 


h 


()u 


3 ll flco 
r)co c)ll 


Oz 


flv (lco 3v 


\ r)z / Ofj fhv \ — clh _ (U)_ Szl' 

I cfy \ f)v On 9 f)v / f)v fizu ctv 


等等 • 


在某些情 况下. 利用全微分作变量代换是很方便的. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


[3431] 取^作为新的自变量，变换方程 


y y m - 3/ 2 = a- 

解函数7 = 〆 ^*)与其反函数 


(^)的导数，有如下 


关系 


~7， 
X 


公式① 


于是 / = ( y f y = (士) • /r 


■r 1 

(x) 2 * 7 




公式② 


(/)/ =_ [(7 y ] fy9y， ^ 


3 ( x) 2 -xx 

(7 T 5 ― 


公式③ 


把公式①，②，③代入 

yy w - 3/ 2 =:, 

有 ，+ > r (« r’） s = 0. 

【3432】用同样的方式变换 方程： 

: / 2 y" - ioyyv+15/ 3 = 0. 

解由3431题中公式③有 

(.n ( r 3(. r ；/ ) 2 — JT / 

^ ) -L■■(77^」)..h 

. 6 A "， 一 CrVi ⑷ 一 以，一5「3(/) 2 — oW 1 

" (7? ―― 7 

= 10:’”-(0 ,4 )-15(:") 3 . 公式④ 

把3431中的公式①，②，③及公式④代人所给方程有 


【3433】取了作函数 •/ = a 作为自变量，变换方程: 


解把/看成是 I 的函数，对/ 
二阶导数有 


a ： y 两边求关于 a •的 一阶. 


£ 


) ， + 工 *y ， 


① 
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. 变量代换 


第六章多变: 


dr 2 

dr 


2 /+ 工 /. 


② 


w d7 = d7 9 

1 dr 

有 y = 

^ ^ dr 

X d7 

由 3431 中的公式②有 

d^r 

__ 5 L = 2 , 

(f) 3 " 

把④式代人所给方程有 


③ 




dix 

dr 


hL 


④ 


祭切(营 ) 3 = 0 


祭-嫂) 3 =。. 

引入新的变量，变换以下常微分方程 (3134 

[34341 x 2 y f + j ： y f + ：y = 0,若 .r = e '. 
解 由3431及 

/ dv At d/ 

^ •石 = 石， 

dt 


34*13) 


公式⑤ 


A (^^ L \ = V 

dr ' d/ dr / dr ^ cLr / d/ 
d“:v dr d^ f d~x 

d/ 2 d7 ~ d/ # d?" 

7d^V • 


d ^/ 

dr 2 


(f) 


由 


:r = e 


公式⑥ 




吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


有 

于是 


cLr 

d 7 


d^r 

X9 ~dF 


y 


d i 


y 




X X 

把 y 和 / 代人所给方程有 






d / 

【3435】 


f^y = o . 


y 


w 




，若 r = In I x |. 


解由复合函数求导公式有 


y 


= dt = 丄办 
dt dr x dr " 


y 




r,- 

y 


丄办彳 = 丄“心 也—办 、= 

dr V ^ d/ / x 2 ' d/~ dr dt ) 

沿 2 ( 祭-祭虑 -M 杂 -鉑] 


d f t 


把 // 代人该题方程有 


發 _ 3 祭+ 2 莹 




= 0 . 


【3436】 d - x ^ y '- xy ' + n 2 y = 0,若 : r = cos /. 

解由 




sin /， 


d 2 x 

dt 2 


cost 


和公式 (5)， 公式 (6)， 有 


y 


dt " 

y 


sinr ^ + cos ^ ^ 
dt 2 dt 


把/，/和 


J ： 


smt ^ — sin°t 

cost 代人该题的方程有 
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•变量代换第六章多变量函数的微分运算 




山 2 


f+n 2 y = 0. 


【3437】 
解井 


/ + y tkr + _^ ： 


0 ,若 1 = lntan 


cLr 

1 

d 2 x_ 

cos/ 

dt 

sin. 

r At 2 

sin 2 /， 

ckr : 

—i 
sin 

- ， tkr =- 
t 

- COW ， 

/ 

•V = 

=sinr 

dv " 

= 

• o d 2 ,y 

Sin- / -T? 
dr 


+ sin/cos/ 4^. 

Qt 


把 y ， /,clxr 和 tkr 代人该题的方程有 


9 


my 


【3438】 p(:r)y +^/( 了 )7 = 0 , 若 3; = “e 祁 0 〆 ⑽， 
其中 /> Cr ) € C ' 

解由 

y = 祁。 〆⑽― • p(x)e 也户⑽， 

/=磬4 0 綱一 p ( x ) 普 e — J ; 赠 

+ 士 m • p 2 (x)e~^ \\ p{ ^ — ^up\x) e - ^ \ x ^o p ^ )6$ » 

故把/，/代入该题方程有 


d ? 


+ q(x) - ^p 2 (x) - ^-p(x) u 


【3439】 x x y + xyy -2 y z 

u(t). 

解因为 

办 ， 

/ _ dl _ e 21 (2u + u ) 

^ = ~^ = 广 

dt 


0, 设 x = f 和 j，= We 2 \ 其中 


e ' (2 w + “’） ， 


169 



吉米多维奇数学分析习题全解(五) 






" d/ 
’二 


e l (u f + 3u+2u) 


t/' + 3i/ + 2“, 


这里： ，，表 示〃对 / 的一阶导数、二阶导数，以下各题类似，把 
： /,/ 和 >r ，： y 代入该题的方程有 

w ，7 + (w + 3)w r + 2w = 0. 


13440] 


(1 +X 2 ) 1 y r， = ： y ， 设 : r = tan/ 和 y =」^- ，其中 m 

cost 


u(t). 


u f cost + wsin/ 


解 


cos. 


ucost + wsin/f 


cos fc 


/ = UCOSi = (，+ “ Wr. 


COS-/ 


把 y,/ 和了。代入所给方 程有， 


【 3441】 （1 — x 2 ) L ， y ， =-— y ，设 a* = lht,y = ^, 其中 《 


= u(t). 


i/chi — usht 


解 y 


ch 2 


ucht — usht 


ch 2 


/=JL£^r.ucht = (“" _ M)ch3/ ， 


ch 2 / 


把 / 和 i ，： y 代入所给方程有 ， = 0. 
【 3442 】 /+(.r-f ^)(1+/) 3 


0 ,设 = u + t,y 


/，其中 w = u(t). 


解：/ 


u - \ 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


u\u + 1 ) ~ u\u — 1 ) 

心 ，- u',+ 1) 2 

把/，/和 O *，： y 代人该题的方程有 

u + 8u(u)^ = 0 . 


2 u 


【3443】 y w — x z y +xy — y = 0，若1 = + ， 3 ； = +， 其中 


u = w(/). 


解 y 


tu ,y 


t 3 u 


3t 2 u+t 2 u f 


— t ] (3m" + tu w ) ， 


把 / ，/，，和 *r O 代入所给方程有 
/ 5 ^ + ( 3 /* 4 - 1 )^ + ^ = 0 . 

【3444】 假定： 

u = ，/ = In - ~ 

x — b x — b 

并取 w 作为变 M / 的函数，变换斯托克斯方程 •. 


(x-a) 2 (x-b) 2m 


解 




In | x — “| 一 In | x — b I , 

1 1 a-b 

T" —:---==- 

x — a x — b (j — a){x — b) 


dr _ (j — a){x — b) 
d/ a — b 


① 


.V 

x-b ， 
u(x — b) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


:V 


(x~b) ^ + w 


du 

^ U-b)+u= (a - h)u 




u 


JT 


② 


y 


d/ 

"d7 

d 7 


(a — b)u 


u 


x 


(a — 
( j * 


— b)u dr I 

- a ) 2 d 7 j # 


b — a 


(j: — u)(x — b) 


_ (a — b) 2 (u ，f — u) 
(x — a ) J (x — b ) 

把③式代人所给方程有 


③ 


u 


Au 


(a-bY 


【 3445 】 

d 2 


证明 : 若把 x 


，a ★ h . 

=<pd 代入方程 


^ + p(x) 器 +7(j.))，= 0, 


变换为 方程： 

穿 + P ⑺ g + W) 尸 0 ， 

则 [2P(e)Q(e) +Q / (^)J[Q(e)T j 

= [2/j(.r)q(.r) + r/ / (j-)][r/(.r)J ^ 

证 驾 = 屮 ’ ⑹智 =A). 

由公式 5, 公式 6 有 






d 2 


<p ( c ) 


A ’ 








[〆 叫 2 妒 [>'(cW 


代入原方程 • 两端同乘 :] 2 有 




I 


p[_(p^)~\<p — ) 杂 +9[ 沪 ( 彡 ) ] [〆( 冬 )] ? 尸 ()• 


cp (^ ld ^ 


于是 P(c) = p(f 




(/ •( 〆 ” 


Q ($) = q • {(f ) z 
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• 变量代换丨第六章:多变量函数的微分运： 

从而有 [2 P ⑺ Q ($) + Q '(0][ O ( e )]— 1 

= '： 2 、 pcp' 一 f)7 •(〆):' * (f') 3 十 2 并 • 

[ g . v ) 2 ]- 专 

= {2pq •(〆)、+/• (/)”g • 专 • （ 〆 ） ？ 

= [2p(x)q(x) -r-g / (j)]"(/(x)] 

【3446】在方程 0(^ y ， y ， y ) = 0( 其中 0 为变最 )，，)，'，)，" 的 

齐次函数）中假设 > = 

解把 

y = weJX ttd ’ ， y’ = ( u + u~ )eJV dr • 

代人方程少 (jy./ •: y 〃） = (X 由于少关于 ），/，)， "是齐次的，因此各 

项含有因式皆可约去，有 

0( 1，“， W ’ + M 2 ) = 0. 

【3447】在方程尸(乂/，1/，>0 = 0( 其中 F 为自变量的齐 
次函数）中假设“=』•• 1. 

解 y = ^ 

X 

" 

y 

于是 = uy , x 2 y = v ' + ( w 2 — “）] • 

因为 F 为其变量的齐次函数，故各项含有的因子^皆可约去，从而 

F(.ru -r ir — w f w . 1 ) = 0. 

【3448】证明 ：方程 

，( l +，，）-3//2 = 0 

在下列射影变换下不改变其 形式： • 

r = b { 7 )+ C\ ' = a2^ + b 2 rf+ c 2 

aq ~ Irrj + c ' ^ Irq - c 

提 示：该 变换可以写成最简单变换的 合成： - 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




aX - ( 3 Y + y 9 y 

1 y , 


X ； , Y _ X ： 


证 


Xi = brj 4- r 9 Yi = ^ 2 ^ + 627 + Q 
本题不对，事实上，作压缩变换 
r = = ur/，（a 乂 0 ). 


这是射影变换的特例，有 


arj\ 1 + arj ’ 1 、— 3a A tj ’rf 2 


形式改变. 

【3449】 


证明 ：施瓦 茨方程 


S[wT(/)] 


<(/) 

7(77. 


3 Vx\t) 


2 Lr (/) 


在下列线性分式变换下不改变其数值: 


cirU)+b 

cjr ( t ) 


(ad — lx ^ 0 ), 


证 


«)+( 卜竽) 


or+6 
cx + cl 


cx 


be — ad 


c (•( c ^+ J ) , 

于是已知变换是由下述变换构成 


y = a +^2 *3^2 = 丄 ， 《yi = ex +d. 

y \ 

故我们只要证明在上述各种变换下 S 的值不变即可. 

1 ° 令 : yi = cr +J, 

则 y \ (/) = cx\t) *y\ (/) = cr "(/) ， 

y\U) = (.，(/)• 

于是心畔雜 -*[_] 2 

_a^)_ 3r/0)f _ 


则 


(•/(/)， 






If.v .(/>T 

2 Ly,(/)j 

4 南 l 2 : 


C ✓ \ 
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2° 令％ 


/ 2 (/) =— q ， y”M =— 


：\ -2 


⑺ 


于是 S(y 2 (t)) 


y w \y 2 \ — Wi：yi +6y! 

y\ 

_ y w i(t) 3r / 2 (/) f 
y 2 ^t) 2 iy 2 ⑴」 


y m \y\ — ^y\y \y\ + 6V? 


y\y\ ~ ^y] 


•? 

y~\ 


Za 


__ y w 1 6/, , 6^'I 3 (y\ 2y\ \ 2 

~77'^ T + ^ 1(7；—%) 

= =S [M ⑴] = s t >。 

3° 由 1° 和 2° 知 

S(y(t))= S(tf +^y 2 ) 

= ( o ： +办2)解 — A 丨 (a + 办 2)’: I 
(a + i9y2) 2 (a + /?y 2 ) i 


2^,\ 2 


(^) = S[y { (t)~]= S[x(/)]. 


(a ; 办 2 ) 


ff O 


y 2 


(^ ) = S(,y 2 (t )) = S( j*(/)). 


将下列方程改变为极坐标 r 和 9 所表示的方程，假定 (3450 
3452). 


【 3450 】 


rcos<p 9 y — r 

dy = Jr + y 

dr Jr — y' 


r = rcos<p^y = rsin^. 
cLr dr dv 

; = co W rs —4 


d\r _ d~ t 

= COS ^ V 


2S1 % 患 


Sm 少驾 + rcos ^ 

• rcos ^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


$ 


d 2 


=¥ - 
由公式⑤和公式⑥ (3434 题）有 


2c0s ^ % 


rsin ^ 




dy 

dr 

d(p 


dr | 

sin^ -： — h rcos^ 
dr 

cos 史 ^ - rsin<p 


公式⑦ 




d 2 x 


d : y dr — 

Acp 1 d(p d(p dcp~ 





d(pl 


dV 

(\cp l 


② 3 


dr 

COS ^ Tcp 


rsin ^ j 


公式⑧ 


dr 


把公式⑦和代人所给方程，有 g = r 或 r' = r. 
注 ：以下 各题中 ^ 和皆简记为 〆 和 r". 

Q(p Q(p 


【 3451 】 (xy'-y) 2 

解 ^ y r ~ y 


2xy{\+y 2 ). 


/ sirup + rcos(p 

rcoscp • - 7 ~ - — 广 sirup 

T r coscp— rs\n<p r 

r (r r sin<pcos<p + rcos^ <p— r / sin<^cosy+ rsin 2 cp )) 

r cos^j — rsin^p 

r 2 


cos^)— rs\r\(p 
/ 2 ^ , / /sin<^ + rco 


i+/ 2 = i + (7 


^ e ) 

\n<c) 


r '2+ r 2 


cos^c _ rsirup/ (r cos^? — rsin^)' 

把 — ： y ， 1+3^ 2 和 i ，： y 代人所给方程，有 


/2 = 1 —:- s ll?. 2 -V. 
sin 2 p 

【 3452 】 （ i 2 +/) 2 /= Cr + 渺 ’） 3 . 

解工 + 乃， 

r'siny + rcOvSy 
r cos<p— rsirup 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


COS ' 


^si 


sin* 


sin* 


+ r^si 


cos<p — r sirup 


r co% — rsu\(p 

把公式 ⑧， *r + 代入该题的方程，有 

r(r^+2r ，2 -rr f， ) =/\ 


【 3453 】 把^4^变换成极坐标的 式子. 

解把3451题中 a •/— y 的结论和3452题中的 x + j / 的 
结论代入该题所给的式子，有 


>r + ^ / 
j^y —y 


【 3454 】 把平面曲线的曲率 

k = 1 y - 1 , 

d + yi )^ 

用极坐标 r 和 P 表示： 

解把3451题中1+/ 2 的结论和公式⑧代入曲率式子，有 

K _ \r^+2r^-rr ff \ 


【 3455 】 将方程组 


dr 


y-\-krU 2 +y 2 )^ =-x + ky(x 2 

d / 


+/) 转换成极坐标方程. 

解把 


x = rcos<p^y 

代入该题方程组，有 


rs\n(f 


dr 

co ^dt 


dec 

rsm( p 


rsin^ + ^r J cos^) 


— 盖 + rcos^ ^ 


rco 


s ^ + ^ r ' sin ^ 


T 是 


dr 


[rcoscp • (rsin^ + ^r cos^j) 


(— rsin^) (— rcoi>(p + kr" sin^) 1 





【3456】引入新闲数 


变换公式 W 


x 2 +y *<p 
d L， v ， 


arctan 


d^r 

d / 2 . 




两边微分有 

dr 


rdr 


j.d + ^dy — 

n /^ TT " — 

=-rcLr + 3^ dv . 


cLr + ^ dj 


对 


arctan 


两边微分有 
A(p 


xda — >，dr 

x 2 +y 


\dy — 4 dr , 
1 ^ • 


即 • r 2 dy = -rd.y — ydr. 

于是由①和②有 

jrdr — yr 2 d<p = (x 2 dx -{- xydy) — (a'jdj — y 2 dr) 

=(x 2 + ： y 2 )dr = rdr. 


dr 


dr — ydcp. 


= ~*[cos^ • (— rcos^j + kr " sin^j) 
— sin^ • ( rsin^ + kr } coscp )] 


3 11 

虹 - 

II -I 

V 

故 


、变量代换 


第六章多变量函数的微分运算 

• t ■ - 广 • • • * C • - •■ 鼸 • 


同理 


djy = dr + xd^. 


④ 


从而由③和④有 

xc ^ y - y^x 


j*(fdV— -^dr 2 + drdjy + dxd(p + xd~ (p j 

— 3 ； (fd 2 r — ^dr 2 + -^drdr — — d~ cp j 

也 (idy — ycb.) + (jcdi -\-ydy)d(p-\- (a * 2 + y 2 ) 6 : (p 


dr 


(r^dcp) + (rdr)d^)+ r 2 d' cp 


于是 W 


= 2 rdrdy 3 + r 2 d 2 ^» 

4 - 冷 = 0 〆& =!(D. 


【 3457 】 在勒让德的变换中曲线 ：y = y . r ) 的每一个点 ( a -， 
3；) 与点 ( X ， y ) 对应，其中 X = /， y = ay - ： y •求 y '， y " 和 y ' 

細 v , dY dY dr xy" xy n 

解 Y = dX = Tr 9 dX = ^( - 


f 


r 


dY 

dX 

dj 


y 


y"/ 


dY " £_ 

土 = 4 - 

i ^ r ^ 


dX 

clr 


y 


m 

¥ 


引入新的自变量$和 7 •解下列方程 (3458 〜 3461). 


【 3458 】 


c)z 


c)z 

5 


•令 f = i + ： y , 及 7 


3 F . 


解 由 

dz _ dz 送丄 & dn 

d ^^^ m dj ：^ d~ v 9 di 


ar , & 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


dz _ dz ^ dz dz • drf = dz dz 
By 3c dy dr/ dy 3$ drf 

把 il 式代入原方程有 

dz dz _ dz dz 

d^~dr/ — 系 —^rj’ 

即 ,= 0. 

d V 

r •是 z = cp(^)= 沪 (j •十 y ) ， 

其中 p 为任意函数 . 

【 3459】 # —i g = 令 $ = 了，及 7 = P+y. 

解由 




把上述等式代人该题中的方程有 


O ，- 2 令。， 

或 ^| = °- 
由 《y # 0 有 





即 z = cpir/) = (p(x~ 4- y ? ). 

其中 p 为任意的函数 . 



有 


【 3460 】 a b ^ = \(u # Q) ，令 $ = x，& 7/ = y _ bz. 
解 由 f =-V — fer. 

= ch .dr/ = dv — bdz. ① 

由 2 ： = z{q.Tj ). 


a ： 

a ? 


啦,々 = _心+_ (€ 1 '，-法) 


180 



. 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


— 1 )% 


)ck 









dz 



又由 


1+6穸 

d V 

z — z{x%y) ^ 

Az = ^ + ¥ y dy - 


dz 

— ^2 — 

\+bf 

d V 


^ y . 


于是 


dz 

dx 


dz 

dk 

\+ b d ^ 

d V 


dz 

dy 


—^2 — 

1+/厚 

d v 


代入原方程有 


于是 


d < drj 

运=丄 

d 安 u m 

2 = f + 兩 ) 




+ (p^y — lyz) 


[3461] 了|^ + 3 ；_ = z ， 令 $= jt Rrj 


解 

由芒 

= 工， t )= 

X 


有 

送 = 

dx 

i,f = 

dy 

0，|2 = 
ax 

-岑|2 =丄. 

^ ay x 

于是 

ar 

运.送 

+— • i 

is = 

dJ ： 

d 专 ar 

drj c 

)jt 3 c Jc 1 drj ' 


& = 

丄返 




dy 

x drf 




把上式代人原方程有 


V0? x 2 drj / r Pin 


d v 


z^x 


dz 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


或 


于是 




务 (7) = 工 9[ 今 ) • 


取 w 和 v 作为新的自变量，变换以下方程 (3462 
[3462] 七丄 -/I 丄、 . 2 七 一 一戈 ••— 


3466). 


f).r 


+y 


<)z 


0 ，若 w = lru •及 i ； 


ln(.y + s/\ +y )• 


解 


ar / 

a.r 

do 

3 *r 

查 

3*2* 


丄亭=0， 

r dy 

丄返全 = 1 dz 

^ du % dy yi +y dv 


把上式及 


shiN 


代人原方程冇 




shv. 


【 3463 】 Cr + _y) 岩 . 一 (1->0 _ = 0, 若 “ 


+y 


及 t; = arctan 

J* 


解 


du 

djr 

dv 

dx 

dr 

dx 


生 = 
dy 

代人原方程有 


du 


X 2 +y 'dy J - 2 + y f 


du 


x 2 + y z 'dy x 2 +y 

J dz _ y dz 

x 2 -\-y 2 dii *r 2 +y 石 

v dz , x 运 

x 2 +y 3w jc 2 +y dv 1 



• 变量代换第六章 


x - j-y ( 
.r 2 +yl 


x ¥ u ~ y %) 


du 


dv 


x — y 

_ : 2 +y 

& = & 
du dv 9 


卜 1+，)=。，農-_ =。， 


【3464】 ^u = ^, v=z + 


+ y + z 2 ，贝 g 工营 + ) g 


fy + 〆 • 


解 


du 


xd 


h 7 ； = h ^ + y d y + zdz = dz + ^i±^ Ay t 


^ 2 + y 2 + z 2 


其中 


r= y/x 2 + y + z 2 

d 2 = I dM + i dv 


鑑序-萝 )+_ 卜 


于是(卜 i - fi ) 如 


(- 


X 2 du 


爹1)心+(士 i+flh 


dz 

dx 




& 

dv 


fir * 


dy 

代人原方程有 


1=( 士 i + fiK 1 


dz _ z dz\ 

dv r ch) / 


dv 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


2 (z + r ) ^ 


2 ：十 r . 


若 2 + r = 0, 

则有 x 2 + y = o . 

但了关0,于是 z + r 关0,从而有 

迗 = 丄 

dv 2* 


【3465】若“ = 2广？^=^则 


丄 dz 

X Vx + y Yy 


X 


解 du = 2dx — 2zdz^dv 


^-^dz 

z 


dz = ^-du + ^-dv 
du av 

= ^(2 chr - zdz )+^ dy - f 2 dz ), 

故 Q 仕含 IK … 2 総心+士 I 办， 

g = 2 i ( i+2 噌 sir ， 
g =+_( i +2 ，+ 綠厂， 

代人原方程有 


V 2 ： z 3 )dv Z 

把 3^ = = y(w + ^ 2 ) 代入上式有 

dz __ z z 2 + M 
--- • -- 

dv v z 2 — u 


【3466】若 “ = :r + 2： 及 Z ； = 3^ + 2,则 
184 — 




— ze 


季 (dr+ e' v d 2 ： — 

d V 




dz 


-(d^y + e 1 dz — ze 1 dr) + 


有 


e 


^dz— a -y dz 


e 


=( 

& = 
3jc 


3? - drj 

运 .dz 

d V 


^dz 


ze 


(_ 


ze 


雲 K +( a 1 


)0 - 


^ = 

dy V96 

代人原式有 


ze 


--dz 

de 

ydz 


e 


d V 


)( 


e 


变量代换第六章多变量函数的微分运算 


(出)砮 


+ (y-\- z) ^ = jt + y-r z. 


3 y 


解 


= _dw + = ^(dr 4 - d^) + ^ (+ dz) 

an av an dv 


故 


( 1 - i — i ) ck = i dr+ _ c ^ 


dz = 
dx du 


r)u V du dv I 


3 g 

dy 




dv 


du 


庭) 


把笋，■代 入原施 并利用 


x + y^r z = u + v—z 


有 


u ^+ v d ^ 
au dv 


(w + t ； 一 z) f 1 


dz 

du 


i ) 


(2u -hv — z) ^ + (2v-h u 一 z) ^ = u + v — z, 

au dv 

【3467】 取新的自变最： 

$ = ：y + ze r ， a = :r + ze v 

变换 (2 ： + 〆) 普 + (z + e v ) |^-(z 2 -e^). 

解由 


ze ’ djO ， 


32 1 炎 a ± 兴 


C13a±97a?97 

y I 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


原式 


9 


— I 


e 


dz 

d V 


【 3468 】假定 ix = uv,y 


-^(u 2 — v 2 ) 


变换式子 :(g) 2 + (g) 2 

解由 

clr = vdu + udv^dy = udu 一 vdv 9 


有 

du = 

vdx + wdy 」 

， dy 

+t/ 

udr — vdy 
u 2 +x/ 

于是 

ck = 

= ^-du+^-dv 
au dv 




[■ (vAr + —) + 毚 (“心-咖) ■ 


V + v 2 


[ i V 




du 


dv 


)dr+(« 


fu~ V tv) dy ] 




卜 ！+“_) 



【 3469 】 

: r ， f = z — x. 


在 方程式 IHM 


o 中，假定 ？ 


x 


y 


解 


du 

dx 


du 8c du dr) , du 3C 
dkdx d^jdx d^dx 


du du 

96 dV 


du 

% 


du 

dy 

三式相加有 


du du 
drj’dz 


du 

ar 


du 
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. 变量代换 


第六章多变量函数的微分运: 


【3470】取 * r 作为函数，: y 和2作为自变量，变换 方程: 


解 


U-z) d f x + yf = 0. 


*dr = gd^ + |d„d. 


dr 

dz 


dr 


ar 

dz 


有 

代人原方程有 


ar 

^ =- dy _ 


ar 

dz 


dy 


ar 

dz 


(:r — z) • —- V 

ar 

dz 


ar 

3.r 

dz 


3 x 

dy 


x — z 


(: y 关 0). 


【3471】取 x 作为闲数，而 w = 
变换方程: (7 — 2) |^ + (^ + 2：) 


y — z^v 


: y + : 作为自变量， 


dw = dy — dz,dv = d.y + , 

cLr ="• ^*dw + ^-di;= 季 ^(d) — d ： r) + 菩 (d) + d ^：) ， 

on ov ou ^ ov 


du 


dv 


[fu~%) Az =_dr+ (E + i) d ^ 


dz 

9 jt 


ar _ a r 

du dv 


3 g 

dy 


3r dr 
dx Sr 

■ ■ ■ 麵 

du dv 


代人原方程，去分母有 

生+全= . 

du dv 


9 (y 0). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


【 3472 】取 I 作为函数 ，“ = ^,^ = 3^作为自变量，变换式 


子： A 


dz\ 2 

Jx ) 


(_) • 


解 由 dw = idz 十 zdj ： ^ dv = ydz + zdy. 


dr = ^-du + ^dv = ^-(xd^ + ^dr) + ^-(jyds ： + ^d^y). 
ou av au dv ^ 




du 


dv 


) d2= ( 1_ ^ if ) dr ~^ d ^ 


dz 

dx 

代人原式冇 


1 dor 

_ qu_ 遂 

x ^L +y ^L 'dy 

du y dv 


ar 

、dv 


du 


dv 


(卜嚕 )2+ 喷) 


dx , dx 






du 


%) 


1-2 


U_ &T 

x du 


( f )[( l )^( i )] 




V " •也丄”逆、 2 


十 go 


【3473 】在方程 


du 


{y -{- z + u) — + (x 4- z + w) — 




=x + y-\-z 

中，假定 ^ = x — u.e 11 = y — u 9 e^ = z—u. 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


解 




雲 e _e (dr-dw) + 壽 。(办 - dw) +^ e ; (dz — du) 


du 

d V 




=e e 勢 dr+ e 

36 dr ) 

把代人原方程有 

dx dy dz 


dy + e 


^■ dz , 

ac 


Cr + z+^l + Cr + j+^l 


( - + ^^( 1+ e " i +e " 7 | +e ' c i 


a ? 


消去同类项有 


(x — w)e + (y — u)e ”磬 

drj 

+ (z — w ) e ] 普 + (« r+y + z ) = 0， 

fl + l ^+_+3“ + e e + 0 + e c = 0 . 

36 drj 

在下列方程中代入新的变量 i ^ v , m 其中 w = h ；( i /， v )(3474 

3477). 

【 3474 】 y ^ — x ^ = (y — j：)z 


u = j^ 2 + y 2 fV = - 1 - ， it，= \nz 一 (x + y). 

^ y 


解 


du = 2xcb- + 2ydy ^ dv 


dr — ^ dy ^ 


dit，= — dz — d‘7 dy. 
2^ 
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d ^.= + 

au av 


于是 -d^-dr-d^ 


竞 (2Tdr + 2_) + 普 ( 一 +dr — 表办 ) 


从而 dir 


2.rz 


f)u jo 1 f)v 


+ z)dr+ (2^ 


(lu 


()v 





把 If ， g 代入原方程有 


( 2 ^ 


du x dv 
(y — jt) 2 ， 


1 dw 

7 


div 

dv 


【 3475 】 




令 


U = X^V = - fit 1 = - 

3 ^ x z x 


解 


du = (Lc,dv = —dr - 

x L 


dw = — dr - o 

z 


去 dr — > = ^dr + 訖 (*ch •-士 dy) 


ar 

代入原方程，有 


4 


div 

du 


1_ dw \ 运 
r 1 dv 1 ,3v 


£2 da } 

y a ^* 


7/1 2 9 ^ f duo \ , O 

z \ l - x 


dv 


zK 
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. 变量代换 


第六章多变量函数的微分运算 


或 




da ' 

du 


由 2 ： 0 9 x ^ 0,故得 

t = o . 


【 3476 】 Uy+z)^ + (\-y 2 ) ^ = x + yz 


设 


yz — XjV 




解 由 

dw 


ydx 4 - jrdy — dz 

訖 (_ + ★ — dr ) + 訖 (cdr + A - 办) 


( 1+ H 

=(v + 


dw • dw 

—十 v - 

dv ^ du 


du % du 9 

■■ ■ _ — -^― 


du 


dv 


T £- = 

a.r 
dz = 

dy 

代入原方稈行 




du 

div 


) d : 


du: , dw\ 


/ : cxc 1 

( x + a ^ 




: w ♦屬 


于是 (1 — .r 2 — y 2 — z 2 — 2xyz) = 0. 

' ‘ dv 

易验证•由方程 

1 — — y 2 — z~ — 2xyz = 0, 

所确定的隐函数不是原方程的解，从而 

笋 = 0. 

dv 





吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


【 3477 】 （ 


f)z 


[ y %) 


dz c)z 
- • - 

c)jc c)y 


令 


we " o ; 


zue 


由 

(h 

dz - 


e 11 du + we u dtLsd.y = e“ ck» 十 we 1 * du_ 
e u (1 + it ，） die，. 


e u dif 


dz , 


dw = dr 


we 


dtf = dr 




c u dv = dv — ve w dxv = dy — 7 - 7 ^ — 

1 十 if 

在 = f^'d w + l^dx, 的两边同乘，，并把上述式子代人有 
ou dv 

即 ( 1 + w + )dc = ( 1 + zv) ^dr + (1 + vu) 

\ du dv / du f)v 一 


dv 


于是 'ue u (\+w) ^'] 2 + ve u (l+w) 


( zve u ) 2 (1+tc，) 2 

du dv 


消去 [#(l+u ;)] 2 有 




【3478 】假定 w = In Vx 2 y 2 jV = arcianz^z 
其中 ic; = u;(w，x;) ，变换 式子： 

解 由 die，= dr + d^y + dz = + 寿 ^’di; 

du dv 


arctanz= x + z 


dm (-rcLr + ydy \ dw l dz \ 
du V x 1 y 2 • dv \ l + z 2 1 
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有 


1一 


1 + z 2 dv 

x dw 
x 1 +y du 


[ )dz 


)叫 


y div 
JC 2 +y du 


)^ y - 


把由上式所献的 g 和!^人所给式子有 


•d 
dz dz 

dx dy 


d 屮-击訖) 


x ? +y du 


l-cos ㊉ 


y 


div 

du 


【3479】假定 w = * re :， i ; 
其中 It ； = Tt ，( W ， V )， 变换式子: 


ze\ 




解 


e:(l + z)dz = + ^dv 

ou &u 

^(e r cLr 4-.re ? d^> 4 - ^ ( e r dy + ye : dz ) 
du 3r ， • 


从而 


(】—t 

dw 

~ y ^； 

^dz = 




dw 




dz 


du 




dx 

1 +2 — 

du ， 

_ ■ ■ ■ ■ ■ 

du 

y 繁 

* 




div 


- 




dv 




dy 

1 +… 繁 — 

y 繁 

勢 


A = 

:生 ： 运 = 

_ div s du; 



dx dy 

du dv. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


【 3480 】 


在方程， + 4 + ^ = 中，假定 


Z 1 Z 


VO 




其中 w = zv (^. r / 9 p . 


解由 

die ， 


zdu — udz da } 


9 

2 : - 






今对两端同乘/冇 


div ( zd.r — xdz \ , div ( ^dv — „vdg 、」 du' , 
d3\ —^~r 3^1 z 2 rdF dz 


ac 


▲ = c 管 dr + ,’c^+ 卜 -a • 管 —y_+z,)d 2 . 


把社式确定嘧， I 噌代人原方程有 


S 


管卜 


a 7 


dvu dzt 9 , •> dvi % 

x ^- y d ^ + z af 


卜 


也就是 售 H. 


把下列各题变换为极坐标「和^：表示•假定 （3481 〜 3186). 


J' 


/• cosp，‘v = 


I3481J w = .r 

解由 


rsin ^. 

flu 


c?v 


v 


心 •• 


dr = cos^dr - rsin^dy:.dv 



si near 


+ rcos ^ d ^ 


有 


dr 


dr + A dy^d(p = — A cLr. 


于是 


dw = ^dr t 券 d 


dr 


d(p 




d(f 
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du 

dx 


x du V du 
■ ■_ .. ■ ■ ■ 

r dr r 2 d<p’ 


du _ y du I x du 


⑨ 




dr 


d<p. 


把公式⑨代入原式有 


\ r dr r l ^(p 


% V y { 


x r)u y c)u 


%) = 


rfu 

c)(p 


【 3482 】 w = x ^ + y 
解把公式⑨代入有 




d(p 


_ - =( i )>( gr - 

解- =(7|-^ a - J 2 + (fl + ? a ^ 


du 


t ) 


[fr) + 7 ( 窦 ) • 


\dr I ■ 〆 \d(pl 

W O AO U I <^U 

【 3484 】 it，= t-j + t-t. 

解把 r# 看作中间变量 .*r，：y 看作自变最，由 - 


d(dr) = d(ydz* + -^d^) 

丄 ( dr 2 + d /)- jdr 1 ^ r 

r r 

+ (cLr 2 +d，’）— p-(xd.r+ .yd3；) 2 

-^(^ydr — •rdy):. 


d~(p = d(d<p) = d^dy — ^-dr j =— 以义办 〆 


- ■■■ ■ ■ 


-^-(jrd^ — jcLr) (j*cir + ydy^ 
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于是 


d 2 u 


dru 

9r 2 


dr 2 


drd<p 




dru ( xdz + ydy 


dr 


+ 2 


dru /xdr+ 


drd<p 


< 


.ydy j ^xd 


y 


vdr 


d 2 u 


B ^ 2 


+ 2 


dru ( xdy — ydz V ^du (ydx — xdy) 2 
^d(p 2 V r 1 I dr r 1 

+ 靠卜吾)(^办 _ yda.) (xcLr + jyd^). 

把上式右边按 dz~,drdy,dy 2 合并同类项，且与 

作比较有 

d z u ___ 

dP ^ r dr 2 r 3 drd<p ^ r 4 dcp 2 ' r 3 3r ' r 4 d<p 

d 2 u _ ^ S^u , 2xy u 十 of u ( s 2 du 2xy du 

dy 2 r 2 dr 2 〆 drd<p r 4 d(p 2 r 3 dr r 1 d<p’ 

d 2 u _ xy 3^w , x 2 — .v 2 8^ — xy^ _ xy d/ 

Bo'Sy r 1 3〆 丁 r 3 drd(p r* d<p° r A dr 


x z S 2 w — 2xy^ c^u , du i 2j^» du 

r 3 drd(p r A ^ - 2 + ^ 丁 」 ’ 


⑩ 

— y 3 w 

r 2 d(p’ 


把公式⑩代入原式有 


dr 


^ 4- 丄 ㊀ 2 “ I 1 du 
r 2 r 2 d<p 2 r dr' 


【 3485 】 = 


0+ 2 . 


d 2 U + v d 2 U 
dx dy ^ 3y 2 * 


解 


把公式 10 代入原式有 
C^u 


IV 


r 2 


dr- 


【 3486 】 




^~{ X fjc + y lTy) 


解 


fix (iy 

把公式 10 的 《 换成 2 代人原式有 
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• 变量代换 I 第六章多变量函数的微分运算 

【3487】在/ = —驾普中’假定 J = rcos<p,y 

= rsincp. 

解对函数《和 i ； 分别用公式 9 有 .. 


1= ( 


r dr 


\ r dr 


r^)\r d?'7^p 
rd<p)^r dr r J < 


頊 ) 


【 3488 】 


\ fdu dv du dv 
r \dr d(p d<p dr 

引入新的自变量 6 


cU = j +al 


解 方程 : 

a 2 u 

nt 2 

2 3 2 W 

“ V 

解 

由 



逆 = 

dt 

z dud^ + du % dri = _ du^ du 

3? dt drj dt drj 


du 一 

da: 

: 逆 避丄生 . 由 = 生 + 生 
dx drj dx 36 drj n 


a 2 w • 
dt 2 

= d(^ a du +a du\ 

dt\ ae dr,) 


• 

dt d^drj drj" 


dr^ . 

dx 2 

一 十 3w d 2 u , o dru , dru 

dx\d^ drf) ae 2 ' “ d 在 dr/ dff. 

又 

3^ . 
dt 2 

- a 2 

dx 29 

有 

3^ 

d^drf 

= 0. 

于是 

生 = 

ae 

: /(e )， 

从而 

U = i 

fiq) + tfj(rf) = <p(jr — at) + 0(x + < 2 / ) ， 


其中 ^ 及 4 为任意函数 . 
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米多维奇数学分析习题全解 ( 五） 


取 W 和 V 作为新的自变量，变换下列方程 (3489 〜 3500) 


【 3489 】 


3 2 Z , d 2 Z _ ^_Z , dz , dz 
r)x z 3x c)y f)y 2 c)y 


若 M = jr + 2y-\-2Rv = x — y — 1. 


解由 


生 = 

& du 

dx 

du dx 

运 = 

2 运一 

dy 

9u 

— 

: 

du 2 

dx 2 

drz 

=A( 

d^'dy 

dy\ 

心 = 

= 4 d2z 
du 2 

代入原方程有 


dz dv 一 & 
dv dx du 


dz 

d^ 9 


dv 


d 2 z , drz 
dudv^d ^ 9 


)=# 


d 2 z 

dudv 


dv 2 


dudv 


0 . 




【 349 。】 (1 + , 2 )0 + (1 +/ )0 + ^ + ^ 


若 u = ln(J+ y/\ + x 2 ) 及 T ； 

解由 


ln(.y + v/1 +y )• 


(1 y 


生 : 

dx 

dz . 

dy 

dx 2 


dz du 


」 __ & 
1 + x 2 


T+y 


a ： 

dv * 


a 

do: 


(yi 


dz 

Tdu 


x & , 1 dtz 

(1 + J 2 )i du \+x 2 du 2 ' 


dy 2 


l + T+70 - 


(1+ y )4 dv 1+y 
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变量代换 I 


多变量函数的微分运算 


代入原方程有 

3^ 


答 z 


du 2 ' dv z 

【 3491 】 若 u 

? ^ 2 z 


llLT ，!； = lny ， 


+ 2kry 


c) 2 Z 

3x 


+ ry : 


r]iz 

fl y 2 


o 


(u ， b ， c 均为常数 ) 


解由 


dz _ 1 dz 3^ _ 1 dz 
x du dy y dv 

d 2 z 二 1 d 2 z ^ 
djrdy xy dudv 


d z z 

dP 


J' 


az , i 

2 du X 2 du 2 


drz = _L 运 4 •丄 ^ 1 ? 

ay _ ? 石 W. 


代人原方程有 


“⑮-鑫卜 d2z 


+ (7心 

dudv ^dv 2 


i ) 


[3492] 若 w 


j' 


/+y 


Slv 


= 0. 

, f) 2 z 




0 


解由 

dz 

dx 


dz du dz dv dz 
du dx dv dx *dy 


dz du I dz dv 
du dy dv dy 9 




ds £ du 


9 1 ? / ^ \a_ 9 逆办 + 312 (^Y _l ^ 31^ I 生 d~v 

du~ '3.r / - dudv dx dx dv 1 ^3^ ^ du dx~ dv dx~ ' 


l_z 
dy 


t = a ^/^\ 2 ■ 2 ^i.aw at ； , ^ 

du ’ 〖办 ） w dudv dy dy dv 2 \dv / du 


d 2 u - dz d 2 v 

d? a^dy 2 ' 


⑪ 


JT 


x z +y 




有 


du 

Ar 

du 

dy 


(: 2 +y) 2 ，ar 

_2^_ 

Cr 2 +/) 2 


/+y’ 

dv _ 2xy 


(j* 2 +y ) 2 

dv 

•ar ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五） 


同理有 


又 


色 = 

dy ~ 
= 

dx 2 

Sru 
dxdy 

^LY 


y- 工 2 


u. 2 +y ) 2 


du 

dx 



ar 


(雰 ) = 老(£) = 老(— _) = 一 0 


dry 

dP 


drv 


縻)德卜 ( g ) 


du dv = — du dv 
ds dx dy dy 


d 2 u 
dx 2 

于是由公式⑪有 


d 2 u 


B 


d 2 v 

ay 


o, 


A0 = [( 


t) 2 + _] • ⑩ +_H. 


又 * ( 釘 + (|) 2 , 0 , 


知 


B + B 


0. 


[34931 若 j: = e^cosvfy = e“sirm 
0 2 z , d 2 z 


dx 2 

解由 


+ +m 2 z = 0. 


X 


co^v^y = e u s\nv^ 


有 


x 2 + y 2 = e 2u 9 u = In v/V + jy ? ， 


tarw 
du _ 

9jt 


f x ； = arctan A 
x x 


x 


于是 - —v+y 一 
从而由 3492 题有 

0 皆 - 2 


dv du 
dy ’ dy 




X 


+y 


dv 

a? 


Z 
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= [(_) 2 +(g) 2 HSf 喵卜 2 : 

= [(x-^y-y + (?iy^} &+ 鼗 ) + 士 

= e_2u (0,)+A = 0 ， 

也就是 B + B +,n2e2uz=o - 


【 3494 】若 w = x — = x + 2/y. 


d 2 z 

ax 2 

0 2 z 1 dz 

y 3y 2 2 dy 

(y>0) 


解由 




生 = 
dJ' 


1 du 

n 

1 

飞、 

d 2 u 一 
dx z 


1 d 2 v _ 
2-v 音 ’ay 

一丄 

2^ 

由公式⑪有 




心 = 

dx 2 

_&z , n d 2 Z , 

du 1 u dudv 

dv 2 ' 


3 2 z_ 

a/ 

]az i ar , i a 2 z 

2y^ 2y^ dv y du : 

2 d 2 z , 1 d 2 z 
y dudv ' y dv ' 

运 = 
办 一 

l dz ^ l dz 


代人原方程有 




dudv 

= o. 



【 3495 】 若《 = 巧 及 t; = 

X 2 f) 2 2 

一 

o c)^Z n 

0 — 0 

解由 



du _ 

v 茂； __ l du 一 
v ， — 一 —,—— 
dx y dy 

-I @ 一一 

，办 

X 

2 ^ 

y 

3-w _ 
ar 2 

= 。岧 =。，0 

= o，0 = 
a)，- 

2*r 

y. 




由公式⑪有 


= ,2 ^_Z , 9 C^Z , X 

; 一 2 — y ; — 2 ' ^ ^ ~ ^ I 2 ; _ 2 


a：5 

办 2 


du 2 dudv y 2 dv 2 ' 


a 2 ^ 2x 2 a 2 ^ 

du 2 y 2 dudv 


x 2 d 2 z I 2x dz 

y a^ 1 y 


代人原方程有盘 


134961 若 …+ 咖 = 7 +; 

? fi L Z / ? . ?、 J 2 Z I ? z 


-(p+y) 


■, 毛 I v t# ‘ 

f)y ^ 3y 2 


解 


dz _ dz L 运 dz _3z 1 dz 

dx du x 2 dv % dy du y 2 dv ' 

2 d 2 z . 1 d^z , 2 
9 jt 2 dir x 2 dudv x [ dv 2 x 3 . 




ai?_ 

办 2 

d 2 z 

dxdy 

代入原方程有 


c^z 2 d^z 
du ' y 2 dtidi 


丄 , 2 dz 
y dv 2 y 2 dv 9 

\ drz , 1 d 2 z 

I dudv x 2 y : dv 2 


U 2 -.y 2 ) 2 

x 2 y 2 dudv 


v = 一 
x 


+ 2 ( 士⑼ 


= 由 




J:V 


于是有 


ix 1 


2 ) 2 (x+ y) 2 


(j ： — y) 


(士 + 士 ) l(x-hy) 2 -Axy~] 

ir^w 2 —4-^-j = iwCiru — 4). 
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变置代换第六章〗多变量函数的微分运算 


d 2 z 

dudv 


2 dz 
u (4 — uv) dv 


【 3497 】若 w 


(x 2 + y 2 ) = jry 




解 




^ = x ^ + y M 9 ^ =y ^ 


dz I dz 


d 2 z _2 d^z , o_ d'z , 2 d 2 z { dz 

dp-' 2 ' d^ + 2 xy d^ +y P + 巧， 


dlz. 

dy 2 

djrdy 

代入原方程有 


&+i ， 


2 d^z , o_ d'z i ^2 drZ : dz 

y ^ + 2xy d^ +X 


+ y) z -\x [ 


\£k 


Axy 


dz 


也就是 


U ~^iiv = vd iu 


【 3498 】 若 “ =xtan $ 及 v 


， r) 2 Z o c) 2 Z 

r p - 2xsm^ 巧 


cl 2 Z 

^7 


解 


ar 

d^z 

djr 2 

d^z 

dy 2 


tan 


y dz dz dz 
2 du dv ^dy 


f Sec2 I ■’ 


A 2 y d 2 z , y Stz , S^z 

tan f ^ + 2tan|^+^. 


f^ftan f | + fsec^|| 


£ty = 士 sec :’ i i + f sec2 f tan f 0 
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4 sec 2 4 


dudv 9 


代入原方程有 


drz ( • 9 


• 9 O V 

sin-^sec -^-tan 


( 2 xtan|- 2 o-tanfsin 2 |)g 


d^z 

dv 2 


2xtan f cos2 i i 


2u dz 
u 2 +i/d^' 


洳 — 2xtan 2 a, 
du l + tan 2 ^ 3w， 


13499] 若 (“ + ^”及， 

々 = 0 (: 


(w — v ) 2 , 


(: r > 0 9 y > 0). 


解 对 I = (w + v ) 2 = (u — v) 2 , 

求关于 i 和 : y 的偏导数有 

j 1 = 2(M+v)( g + |), 

L o/ . 、tdu , du\ 


2( “ + 《 + a1) 
2(«i)g-g) 


于是 


du = du 
dx dx 


4(w + tO ’ 


从而 


du 

dy 

dz 

di 

9z 

dy 


一远 =__1_ • 
dy 4(u — v) 9 

dz du ^ dz dv = 1 

du dx dv dx 4(w + v) 


( i + i ) 


i_ 

— v)\du 


A(u — v) \du dv 


_)， 


204 


• 变置代换第六章多变量函数的微分运算 


dx 2 


1_ 

+- v) 2 V0J 3^ / \du dv ) 


i(u + v) 2 


1 _ / c^z 全 — c^z dv 穿 z du du \ 

i(u + v) \du 2 dx dudvdx 了 dudvd: ' dv 2 dx r 


同腑 0 


1 , dz \ 

8(u + v) 3 \du dv) 

_ l _ ( + 2 

16 (w + v ) 2 v 3 w 2 、 

1 ^ \ 

8(u — v) 3 '3w dv / 


蟲+衰) 


16( 


_1 _ f d 2 z — ? dTz I d 2 z\ 

u — v) 2 \du 2 dudv 3v 2 / 


代入原方程有 


d^z 

dx 2 


d^z 

dy 2 


_i_ / 鱼、 + 丄 + 

u + v) \du dv) \6\du 2 dudv dv 2 1 

u-v) \du dv) \6\du 2 ^dudv dv 2 ) 


8(u-v) \du dv) 16\du 2 

= 1.( 一 !?—■ 运 _lw_ ^+4 

16 ^w 2 —i? du u 2 — ^ dv 

也就是 ^; + z =^(" i _ u i ) =0 - 


£d^) = ° 9 


〜 dudv i 

【3500】若 w 

a 2 z = 
3x f)y 

解 由 w = J 


及 z ; = ： y + 2 , 




)• 


\ ' a y r 

X^V = J + 2, 


有 


du = dn^dv = dy + dz^ 

dz = ^-du ^-dv — ^dr + _(d;y + dz) 
du dv on dv 


于是 


1 - 


|)d,=|dr+|d^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 




*? = .r+ = 了 + 又 2 夂 

把方程 : 八 ^+2«^- + (：^ = 0 ， ① 

ox nx ay dy L 

( 其中 A ， B 和（：为常数， r 关 0, 以及 AC —仔 <0 )，变换成以下 
形式： . 
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• 变 置代换 第六章多变量函数的微分运算 


求满足方程①的函数的一般形式 . 


解 


du _ du du du _ . du 

^ = 豕十 6 ，^ = A 丨沒 

d 2 u __ 0VM 一 9 d l u 一 ^_u 

— ^ w —— 


du . du 

3f +A2 37 


d 2 u _ 0VM + 9 d l u + dru 

3^7 兄 ’ 

= Al + (Ai +A 2 > +/ 

dxdy d^drj 

cTn ^ X 2 d^u ： ?1 . d^u , .2 d 2 u 
a?~ A ， ^ +2AlA2 353 7 +A2 dr, 2 


+ 嚕 


把他们代入原方程有 


(y\ + 2 




df)^f + 2[A+B(A, +A 2 )+aa 2 ] 


d'u 

d^drj 


+ (a 十 2B \ 2 + ai)g = 0. 

dr f 

当 A + 2 ii ^ 1 +(^? =0 ,A + 2 H ^+ Cl ! = 0, 

即 A , 山为方程 A + 2 /众 +(V = 0 裉时(艮是两不相等实根），原 
方程变为 

[A + B ( A l + A 2 )+ a , A 2 ]_ = 0. 

又 Ai 十 A2 = —ff ， 

于是 A + «( A , + A 2 )+ a , A 2 = ^ 0- 


从而 


于是 


3^ = ° 


3c 


/(6)， 


u = /(c)df 4-0(?y) = <p(0 + 0( 7]) 
_ 


【 3502 】 




(p(x + Ai>') + tp(x + X 2 y^ 

证明： 拉普拉斯方程 

d 2 Z i (l 2 Z ^ 

% + W =0 ， 
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在满足条件莞 




K 奶疋不•「如 (lv ， dv …口 

v),y = ip ( u 9 v ) T 保持形式不变 • 
证因为 


^的任何非退化变 M 变换 : T 


(f(u^ 


cLr = _dw + 参 di ;， 

ou ai % 


= fu du 


^ dv 


— ^du^^dv 
ov du 


现令 


( tr + ⑵ 


由变换是非退化的有 


3(>r ， y) 

d ( u ^ v ) 


解上述方程组有 


遂 3 ^ 
du 9 t ， 

du dv 




/ 关 o. 


dtt = +(盡心一袠 d ，) 


于是 


dv 

[ 

du 

dx 




fuh' 


1 d(£ 
I du 


du 

dy 'dy 


dv di 


由 3492 题过程和公 式⑪, 


(0) 2 + ( 雳 ) 


淵 2 +(!) 2 H 


有 


Az 


0+0=[(i )、 德 n( 


B- 1 


B) 


即 _+_ = o . 

3w- 0XT 

这就是说形式不变. 

【3503】假定“ = /( r )， 其中 r = yp + y ，变换 方程: 
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• 变置代换第六章多变量函数的微分运算 


(1) Aw 


<9 2 W , r? 2 M 


(2) A(Aw) 

解 （ 1 ) 由 

du = 
dx - 




/(r) ^ 


d 2 u 

dP 


A 

ar 


•/( 

_ 


_ 疒 （ r) 


^f(r)+xf(r) •(- 斉 ) 


7 


/(r)+^/(r). 


同理 


于是 


⑺ = 磬++ 悲 


也就是 




⑵ △㈤ = + fr[ r ☆叫 = +去 [K 祭+ +盖)] 


r 


cT u , d^u 




6} u , 2 d 3 w 1 6ru 1 dw 
dr 1 ^ r dr 3 r dr ^ dr 


【 3504 】若假定 if = y (“） •其中 “ =(.r —jto)(j; — ： y 。）， 方 


of = 0 会是什么形式 ? 


rlr 7 ly ^ 

解由 

dw 


duu , 、 dzv d 2 zv 

石 =( 门 。) 石涵 


dw . d 2 zv 


于是方程蠢 




209 





吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


变为冷 ’+ 盖 +… 0 . 

【3505】假定 j . + ：y = X，：v 


变换 式子 : A 


rf 2 U , r)u 

y ^lTy + ^ 

解 （1) 由 




y 


i 一 


石， 


ax 

ay _ 

dy (x + y) 2 9 

du _ du _ )• du 

3^ "~3X (x + y) 2 9Y' 

d 2 u _ d 2 14 _ 2 v _ d 2 u 

dP (,x + y) z dXdY 

+ —— + — ll — du 

(x + y) { dY 2 (x + y) 3 dY' 

ci^u _ dru , s — y d^u 
d^'dy dX 2 (x-\-y) 2 dXdY 

_.ry d z u — x — y du 

~ (x + y) { dY^~ U + yydY' 

代人原式有 A = x |^ f - y 為 + 轰. 

【3506】 证明 ：方程 

0 + 2.y|j + 2(^-y)g + x-v，= 


ax _ , ay 


(a.+>0 2 . 


cVu 

rlx 2 


在变量变换 1 = ⑹而 y 


下保持形式不变. 


证 


有 


fi]v= — ,u = — = 

y ^ 

dz _ dz du ，dz dv 

■一 " ■ B - — f 

dx du dJ ： dv dx 




dz 

du 
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. 变量代换 


第六章多变量函数的微分运算 


dz _ 

dy 

d 2 z 

dP 

代入原方程有 


dz du I & dv _ 、 dz _1 dz 

du dy dv dy 工 du y 2 dv 

ic(t) = £( y ^) =y2 B 


du^ 


2 豕 | + 2oy _ + 2*r( ： y-y) 


2(y-y 3 ) 


du 


du 


a? 


•7 石 


+ x 2 y 2 z 2 


也就是 + 2奶 2 _ + 2 (r — Jg + M V ^ 2 = 0. 

du^ du dv 

即其形状不变. 

【 3507 】证明方程 + 2 £f- y + 0 = 0 

在变量变换 w =1 + 2：及 I ； = 7 + 2：下不改变自己的形式. 
证 把心 I ；看作中 间变量 ^ ^看作自变最，于是有 


从而 


du = cLr + ds:* dv = dy-\-dz* d 2 u = d 2 v = d : z. 

dz = 条 dw + 差 dv 

du dv 

/ dz i dz \ , , dz i . dz i 


(f + ^) d2+ f Ar+ I d ^ 


于是 


A _ 1 dz dz 
A ~ l ~d~u~^ 

dz = 士 


dz 

3.r 


±dz ^ 

A du *3v 


从而 


du = cLr + dz 


1 dz 
A^u 

_ dz 
dv _ 


dz 


dv = dy + dz 


l ^ 2+2 ^ d -+ lr »_ d 2 “ + i d2 


dz , dz 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 






+ 2 




dudv 


[(卜1)心+ 袤办] •[農 ir 


(卜» 斑, 


dz 


dr + 


( l_ I) d ^T! 


0 


毒 [( 】一 i) 普 + 中 一 ！ )• ！ • 盖 +(i) 0 ]， 


j^Z_ 

dxdy 


丄「迗生） & 丄 生逛互 i 
A 3 La^v dvldu 2 du dv dudv 


dz 

9^ 


)• ( l ~U) 


生 \ d J z + 运 

dv I dudv du 


(卜 i)P ]， 


0 = M ( i ) 2 0 +2 i ( 1_ i ) •盘 +( 1_ ir 0] 


代入原方程有 

|4 + 2^ 

du due 

也就是其形状不变. 
【3508】假定 x 

u , 


£t + 


0 = 0 ’ 


甙 ，: V 

a 2 14 


i 4 I ■， M 

xy a7y y + yz l^Yz 


炙4 =勿•变换方程: 

fl 2 U n 

u^ = 0 . 


心 i ， 


dx 




°=€ + ^- 


有 


dx 


H 




丄送 

2i；'dx 




同理有 g 


kU 


= k 
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• 变置代换第六章多变量函数的微分运算 


于是 


du 

dx 


d 2 u 


du ae du a；? ,aw ar 

_ ^ du , l du , 1 du 

+ 2?a^ + 2^ac ， 

= 9.(^) 

dy \dx I 

dy\2rj^)d^ It% dy\d$l dy\ 2^drj 


丄立 ^ 逆彳 + 旦 f 丄彳也 
2\ ； dy\dril dy\2rj)d^ 


為悬(赛) 


1 du 

H 2 ^ 


丄办 


丄 du 

W 2 d~V 




d 2 u 


,_L 9w _|_ _L 丄 丄 ^ 14 


① 


d 2 u 


dvdz 


同法有 ^JL = _ J 一迦 + 丄仏一 Jr 迦— 

1 取 ’ dydz 4 辦 ae 卞 4 《兴 2 4f^d V 4f c dr 

_L du _ t ： d 2 u , 1 d J u 

Wr)di 4 。死丁發 _， 
d u 二 _ \_ du c diu ■_1_ du 丄 d : u 

克 7 一 —研豕一 4#尹—琢 5 一运 ▽ 

— 1 du _ ^ d : u 、 _1_ dr u 

一 47? 3?"" 卞巧 

把 ①，② ，③及代入原方程有 


② 


③ 




d 2 u 


d^drj p drjd^ 


于是 




d_ 

d v 




(勿裳 

假定 : yi : 


【 3509 】 

+ ^2 — A. 


r d 2 u 
^drjd^ 

j^2 + 了 3 - 


d 2 u \ 

涵 r 

義(嗜) 

d 2 u \ 

a 味）. 


，: y 2 = +- T 3 —^ 2 ，％ 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


变换方程 


r> 2 Z 

^)x\ 


a 2 z 


t ——_ 

3 


沪 Z 


rl 2 Z 

clx 2 


解 


dz 

dx\ 


兔 = _ £ 

dJr 2 (办 i dy 

把它们代入原方程有 

0 = 9!^ . ^ 

dJi 3x1 dx\ 
dJ'i \oJCi dxz / 


_a 

dy 

a 


/ d d _ d_\ 

\ 3vi 3 v9 8vi / f 


dyi dy 


a , a 

dyz 3^3 


) z ， 


3^ 

3^3 


(忐 


dyz dy 


表 ) 


a 2 ^ 

3^ 1^2 


9^*|32*3 


9 2 z 

3.r 2 ar 3 


)+ 


dz \ , d 


dx 


2 [(- 

+(g 


3.v 

_a_ 

dy\ 


)+ 


_a_ t __a_ 

3^i dy 2 


dx 2 \ d ： 

_a_ + _a_ 

dy 2 办 3 

!_ 

2 3^3 /c 


立 f 兔 
dx 2 ^dx 2 

OX 3 

) + ar,' 

/ dz , dz 
v3j3 dx\ 

2-^-U 

^ (2 

^ \ 


Z 3vJ 

ar 3 v 

9y2 / 



y3 /办 3 
ldy 2 J 


_a_ 

3^i 


达 +3 


3^2 dy 




于是 


2 (祭+|| + 1!). 

d^z , d^z , d^z 
dy\ dy\ ' dyl 

【 3510 】假定 f 2 




变换 方程 : 


<^U 2 ^ u I 2 ( ^ u o o u I o ( ^ u 

H? +y R + r P 询 073y + ZlZ 373 z^^Jz 


提示 : 把方程式写成 A 2 W -A^ 


其中 


a , a , d 

x ^ y r y +z ^ 




于是 


Au 


djr 

9 


I d d o 

\ X d-^ y dy +Z dz 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


A : u = A(Au ) 


^-(Au ) +.y ^-(.Au) 4 - z ^-(Au ) 


dx 


’ —v rui ) -r ; 


dz 


j ： [ jr i? +y 'id^^ z ^-z + £) u 

" ^y i X ^^y Jry ^ +Z ^^z" ^ ^y) u 


z i jr ik + y ^ + z B + i) u 


(噌 + 4 + 


轰+音 

z§- z )'u + Au. 


于是，原方程变为 


a. 

d.r 


+4 


+4 


fu = 0 


A 2 u — Au 


n Au 


十 Ld 

=A(A")=( 喝 ) A« = 嗜卜 


r 全 ） o •彳 丄办 

1 1 \ I c^r) at / 


上 dij 


dji \ 


a? 


du 


因此 


A 2 " 


•: d^Ji 

a? 2 * 


由（关 o •有原方程变为 _? = o . 


【 3511 】 f^c/E J = rsinOco^if.y = rsmOsirup.z = rcosO. 


将 式子 ： \u =( 


f ]ji\ 2 ^ ( f 2n 
Hx) W?v 


(訂 +( 魟 


T4 、 3 1 U fl 2 U c) 2 U 

bL A 2 w = y^ p 

ox~ cly~ (9z" 

变换成球坐标所表示的式子. 

提示 :把变 量变换写成两个部分变换的 合成: 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



和 


Ai// 




= Rsiiup^z = 

R = rsinf?t^ = <p，z = rcosd. 
解 设 : r = Rcos 屮， y = Rsin<p 9 z 
由 3483 和 3484 题结论，有 




( i ) 2 + 德 ) 2 + g ) 2 =( 轰 r ++( i ) 2 + ⑵ 2 , 


a^.a ： 

dx 2 dy 


Sru . = d^u 

W dz 2 一祕 2 


1 i_ I 1 

W dcp- R dR 


d^u 

dz 2 


令 R = rsinO ， <p = <p,z = rcosd ， 

即对 Ra 坐标作一次极坐标变换 • 于是由公式⑨有 

= = 
r dr r 2 d(p 

再利用度 3483 和 3484 题的结论有 


du 

dR 


Sin °fr 


cosddu 

—n 


△1 w 


(鑫) + 辜 ( E ) +( i ) 


(_) 2 +》( i ) 2 + 


1 (du 
rs\n 2 0\d<p 


) 


^2U 


d 2 u ,_1_ d 2 u 丄 du_ ! 3 2 “ 

dR 2 Wd^^RdR d? 


d 1 u , 1 & 1 u i 1 du 

a^ + 7a^ + 7a ； 


+ 


d 2 u 


bHi + 


cos^ du \ 

ddl 


# du 


= 办 + 丄办办， 1 d 2 u 

dr 2 r 2 dd 2 r dr rs\n'6d<p r^Xand dO 

= ^[K" 2 i) + iibl( sin<? i) + ^i^]* 

两次变换的乘积即为所给的变换，于是上述两式即为所求 . 

【 3512 】在方程 


Z 


( 


a 2 z , 3 2 


办 2 

中引入新函数心设 u ， 


)=m 


(r y ) 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


ar 2 


dz du: 
&w dx 


1 die 运 
2z dx % dy 


互 / r 生） = 立（丄扭） 
dx ^dJ' / dx ' 2^ 3j* / 


丄 如， 
2z 办 • 

= 丄 ^! 

2z 9 j 


1 dz dvi' 
2z 2 dx dx 


丄 a 2 tt 

2z djr~ 


drz = 丄 d 2 w 1_ / du ： 

3 / " Yzd^~\?\dy 

把上述各式代入原方程有 


1 (d^\ 2 
4?var ) f 

1 (dwy 


a 2 u» 

d.r 2 


穸 )=( 普 ) 2 + ( t ) 2 . 


形式不变 . 

取 a 和 v 作为新的自变 置及 

列方程 （ 3513 〜 3520). 

r Z , n flz 2 


W ( M ， V )作为新函数，变换下 


【 3513 】 3/ 


解注记 :3513 题到 3522 题均作变换 

u = u(x^y) = v(j-.y) 9 zc = (jr 9 y 9 z). 

为此，我们导出一般公式 . 

把心 u 看作中间变最 . 看作自变最，于是 


dz 


，若 


du 


i 心 




^da: + ^dy + ^dz. 
ds dy dz 

f^dr” + 2 ^-drd^4- |^dy, 

ar- dxdy dy^ 


drv^ 

d^vj 

a? 


dr 2 +2 


Srv 

djrdy 


drdjy 


J 2 

#， 




^~z dydz + 2 ^ dzdT ^ d2z - 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 


把 dtt ，， dw ， dv 代入下述全微分式 

= Tdw 十 —c\v, 
ou av 


我们有 


dz 


ds: 




/ 3w i 3w dv 
dx 3v dx 

I / diu du_ 丄 dw dv _ \ , 

vai7 ' dv dv dv 严 • 


于是 


3.r 

3z 


du dy dv dy dy 

I \ 1 / du_ , Blv dv 
\dz I \du dx dv dx 


dvu 


)， 


/ dit'Y 1 ( du.' du 
\9z ) \du 0y 


die dv 
dv dy 


g). 


⑫ 


其中是原方程中旧变元间的偏导数，是变换后新 

dJT dy du dv 

变元间的偏导数 . 把 d 2 u 、 ch/,ck;.d 2 〃， d 、 代人表示新变元关系的 

二阶全微分式 

d、 = + 2 #d"dx, + + ^cVu + ^v. 

du^ au&if dv^ du dv 

再把式中的士表成已求得的 + _cLv. 按 dr 2 , cbd. V 及 dy 合 

o.t ay 

并同类项 • 最后把所得的结采与表示 w 变元系的全微分式 


cl 2 c 


a L； 


dx 


dr- + 2 


a 2 


didy 


Z cbdy + ^fdy 


dy 


相比较有 


d l z 


3 z z 

dxdy 


m 


d 2 rL ' (dv \ 
Phr lar / 

j 
(i) 


"d 2 w(du y 
^dir var / 


dv \ds 


.? d : u f du dv 
dudv d.r d v 

Su.' dr u I du f d 2 z^ 

寸 — ■ ■ _ ― _ • __ _ ■■ ■ — 

du dx 2 dv 


2 


a 2 


dsd ： 


唐]， 


_ 1 T d 2 U' du du , d : Zi' I du dv 

dz ) Ldu 2 ds dy dudv ' d.r dy 


^ ^ d~w du dv 


d u 


dy dx ) dv~ d-r dy du dxdy 
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• 变 量代换 第六章多变量函数的微分运算 


dy 2 


_l_ dw d 2 v — Sriv — d'xv dz dz 
dv dxdy dxdy dz 2 dx dy 

_ d 2 z dz __ drz dz 1 
dxdz dy dydz dx J ' 

dit' \ 1 ^drui'/du \ 2 , 9 ^xc ， du dv 
dz I _du 2 v3y t - dudv dv dy 


\ 「 /dw \" , o d'lv du dv 

/ L du 2 〖办〗 - dudv dy dy 


^ V 3^' d 2 u , d 2 v 

dv 2 ^dy ) du dy dv dy 2 


_ drw drw / d 
~d7~d^\d 

本题若用如下解法更为 方便: 

由 -W = xz — y. 


巧生、 2 — 2 ^ ■返 

2 \dyl dydz dy 


⑬ 


有 

dw = 


dy 

dy 

又 

W = ( 

LC ，（ W ， V ) ， 

有 

dw — 

dcu du , 

—- • 1 1 *T~ 

dy 

du dy 

于是 

运 = 

1 1 01C' 

dy 

x y l du 

从而 

y $ 

+ 2 笋 = 」 

dy : 


=y l 

1( 祀 - 


div dv _ dir 
dv dy y ~ 3m ， 




dy 


7^)) =y '|；(^ 


(S_ldw\du ^ a_/3a'\a^ 
\du\du Idy dv\du Idy 


) =y ~'iA y2 ^) 

dv \ 


ctVi } 

77 3 ^ 


# ，有原方程变为 p ’ 


【 3514 】 


d 2 z _ ? d 1 z 
r)x 2 c)y 


fl 2 Z 



j- 


219 





吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


解 生 = 逆 =1 ，亟 

m dr dy dx 

die z dw r, dw 1 

= - = 0,—= — 

OX X" 2 '， ^ T 




X 


代人公式⑫有 


dy ~ n dz 


x 


令 


于是 


由 


dx 

az 

dy 




X 2 ^ 




C7CV 1 4 


，彳生+丄扭、 = r d ^ 

\du x dv ) • du 


斗 du: 
du dv 


dz 


dy 


一 （1 + P) • 


2 扭 

x dv 

die 
dv • 


J ： 


du' 

dv 


dT 


drdy V dy 2 


( 


&z a 2 


: 


ar dxdy / ' dxdy 


)-0 


Srz a 2 


p) 


d_ 

ar 

aR 

ds 


/生 _ 运、 

\dx dy I 


d (& 


dy 


dy V3x 3^ I 

dR = ^idu _ r _dRdv , 

dy du dx dv dx 


9Rdu 
du d\ 


dR dv 
eh) dy 


Sv \ 
dy / 


= dR(du_du\ 9R(dE. 
du va.r dy I dv \ar 

= |;(仪一 (1+7;) 急 ’ )(— 士） 


= l( 1+ ^)2& = 0. 

J ： 3ir 


知原方程为 


dv 


0. 


【3515 】 ^+2 cj2z 


3 2 z 


3x ciy dy 2 
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• 变 量代换 第六章多变量函数的微分运算 


若 w = x + 3^,1 

解 笋= 

ax 

div _ 

aF — 

代入公式⑫有 

全= 

0J* 


y-co = xy 


du 

dy 


dv 

dx 


div 

dy 


=_ 

dz 


3iv duj dz div , duu 

v -- , — := r -— 

du dv dy du dv 


C7CX 4 

du dv # 


于是 


尺士 g 




B 


j'-h y — 2 

dy 2 


Siv 

du 


9 dit' 

2 ^7 


ar \dx dy) dy\dx dy I 

dR u aR = aR/au , au\,aR/^^ay\ 

dx dy du 、 3‘r dy • dv \9 jt dy / 


2 i ( w - 


3a 、 

du ) 


2 — 



du 


从而方程为 0’ = +. 


【3516】 


0 2 Z , d 2 Z , Oz 
cix z dy dx 


2,若 w 


x + .y 


Jr — y 


^co 


ze v . 


解 


du _ du _ du 
dx dy dx 


du 

dy 


3tt ， 一 

G — 

代入公式⑫有 


of 




due 

di 




du dv I dy 


ry(^ 


du: — 3iv 
du dv 


)- 


从而 


Stz 丄 drz , & 
dx 2 dxdy dx 


221 





吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


d_ 

ar 




4⑩，) 


e 


dx\ 9u I 
d 2 iv du , dr 


9x\ 

2 \du 2 dudvl 

于是原方程变为 

drzc 


v I d" zc 9 du . w dv \ 
' du 2 3j- dudv 3x / 


du' dudv 


2ze x = 2zl\ 



【3517】 


2 

<lr t Jy 

，( 1 + 

f) 


，CO = J + J + 2. . 

A 




解由公式⑫易求 





= ^-i 

du : — 

1，@ = 

da' 


dx 

du 

dv 

dy 

dv 

故 

生 . 

一生 = 

du.' 



dx 

dy 






0,若 w 


1 ， 


与 3514 题类似有 

dru o d 2 z 


z 


dx 1 dxdy dy 1 




dy I \dx dy I 

_dv 


JL 

x 


\/3w _3 m \ , (dv_du\ 

du V du I \dx dy I dv\du I \dx dy) 

=(2L-i)[A(^£\d!iiA(^\dy 
\ u ) Ldu V dv Idy dv^dv 'dy 

= (7-0 


dv^ 


把上述结果代人原方程有 

0+(卜 o 


dv 


0. 


【 3518 】 (l-x 2 )^f + (l-y)ff 

d y^ 


r)z , f)z 

^^yTy 


^v= x 


d : Vi % 


若 i = 
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• 变置代换第六章多变量函数的微分运算 


sinw，y = sim;, 2 ： = e\ 


解 


dz _ dz dw du = e T< dw 
dx dzc du dr cosw du 


ar 

dy 


e u dw 
cosv dv 


= A(J^^) = A(^L^：).du 
dx 2 dx v cosw du I du ' cosw du I dr 


cosw L cosw / 


e u . d 2 za 
cosw du ' 


\nu div ■ 
du _ 


COS- 


:[( 






+ tanM • 


^y 2 


cos 


「』⑵ 2 +0+-々]， 


\—x 2 = cos L ， u , 1 — y 2 = cos" v , 


把上述结果代入原方程有 



du 


【3519】 (1- x 2 ) 


y (: y + arccoso*) = 

解由公式⑫易求 


0 + ( i ) 2 + ( i ) 


f)z 

Yx 


{y — arcco.vr) ， o> 


( M < i ) 若 

ypr ? - 


dz 

dy 


1_ f^v 

^ ^.2\fhj 


2(1 —j 2 )*i du I 2(1—«r 2 )’ 


div 、丄 xz 

ai7 / 1 2(1 _ 


2(1 


1 / \ 
_?)•{• dv)' 


于是 (卜 j2 )|ng 

= d 「 （ l- j 2 )+ (div 
~d^i 2 \dv 


3r 


[— 2) g ] 


dv du 


訖 ) +f] 


4 n ^) i (^ _ ^) + 


z x 3z 

2 + Ya^ 
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(1 — X 2 ) 4 3 / dw — \ 

2 dx ' dv du I 


z_ 

2 


? 

I n 


卞 4(1- 了 2 )1 

2 


div \du 
du )dx 


d_ 

9v 


/du' _ dw\dv 1 
' dv du Jar 」 


a 2 


dy~ dy 


T + Iu ^) 4( 卜办 
立 ( g ) 


( 


du 


-2 


d 2 zv 

dudv 


d 1 zv \ 
dv 2 I 


2(1 


_1_ - 立 (div 丄 dw 、 • du d / da' 一 die \dv 一 

—x 2 )^ L0W V3w dv ) dy dv^du dv Idyl 


1 



( 


d 2 w 斗？ d 2 w , d 2r w 
du 2 dudv dv 2 


). 


又 


4(1- 

arccosx = u — v%x = cos( u — v) 
1 — x 2 = sin 2 (w — v) ^ 

把上述结果代人原方程有 

XV 


dudv 4sin 2 (w — v) 9 


【 3520 】 


cl 2 z t 3 2 


z 


dz 


y 


Oz 

r y 


3x 2 3y 2 


x 


3(j 2 +.y 2 )z 

cr 2 —y ) 2 

(Ul>l：y I) 


若 u = JT + y^v = jr — y 9 u) 


z 


Vx 2 - y 2 


解原方程改写为 
1 d^z 




即 


/-y ar 2 

_ 2 了 •生 H _ Zy . _ 运=_3( 孑 2 一+ /)? - 

(x 2 — y 2 ) 2 dx (x 2 — y) 2 dy (x 2 —y 2 ) A 

_3 /_J__ 生 \_^ ( 1 & \ _ 3(x 2 y 2 )z 
3j- V x 2 — y 2 dx I dy\x 2 — y 2 dy / (x 2 — y 2 ) 3 

① 


I _ 

- y 2 dy 2 


3(x 2 - y 2 )z 
Cr 2 -/) 3 
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• 变置 代换第六章多变量函数的微分运算 


由公式⑫易求 

dz — 

dx 


于是 


同理有 


- div \ , 


dz 

dy 

d_ 

dx 


^du dv / x 2 — y 2 ' 

( div _ die \_ yz 
V du dv ) x~ — y 2 * 




y 2 dx 


■) 


a 

dr 


• 1 # ( dec dw \ ,_ xz 

. y x 2 — y 2 ^du dv I (x 2 — y > 2 




J dz 
(x 2 — y 2 ) 2 dx 


4rz I 1 d I 

Cr 2 — y) 3 — yf- dx\du dv / 


(p-y) 2 


y^-y ar\3w 


3x 2 z 


(x 2 -y 2 ) 2 (x 2 -y 2 ) 3 


__ 1 _ [A(^ + ^\dE^A(^£ + du:\dv'\ 

y r 2 — y idu \du dv Idx dv\du dv Idx j 


y r 2 — y idu\du dv /( 

_ z _ 3x 2 z 

(x 2 — y 2 ) 2 (x 2 — y ) 3 

+ —j=(^ + 2|^ 

J j} — y \du^ dudv 


d 2 w\ 
dv 2 / 


A 




dz 


dy \x 2 — y dy 


_d 

dy 


1_ • / At* _ die \_ yz 

— v 2 如 ) (x 2 — y 2 ) 2 


_ z _ 3y z z 

(x 2 -y 2 y~ (x 2 -y 2 ) 


(d 2 zu 2 a 2 w 
V du 2 dudv 


c^vu 


把上述结果代人方程①有 



du 2 


0 = o . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


[3521] 证 明:任 何方程 


<9 2 2 ： 


, a^-+b^ J tcz = 0 
(】X dy dx dy 


为常数) 


用代换 


ue^ y . 


(其中 a 和均为常数值和“ =“ Cr ， 30 ) 可以简化成如下形式 


3 2 u 


+ ci w = 0 (c\ — cons/). 


证 no , 






，[咖 +/? 


du ^ Q du_ d 2 u 


9j ^dy dxdy 


dxdy 

把上述结论代入原方程有 

蟲 +( 肝 a) i 仏怕 I 

+ + aa + /^9 + c)u = 0. 

由题意，需 /3 +a = 0 ，a + 6 = 0， 

即 ^ =— a,a =— b . 

这是能做到的.事实上，令 

2 = ue - 咖 ， 

则原方程变为 

^+^ = °- 为 常数- 
【3522】证明 ：在变 量代换 

X 


). 




y 


y 


y 




(其中/为变量/和:/的函数）下方程^ ^的形式不变 




证 dr ， 


dr 

y 


X 
~2 


y 


d^^dy = —d^. 


lnw' = lnw 4 - -^-lnjy + 


石， 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 




- d w + 

u 




把上面三个微分式代人 


从而 


象 d/ ， 


dw 


/ f 

U 1 XU 

2 ： v d ^ ^ 


dr 




多 (> -羚)+篆， 


于是 dll = { w ^~ fy ^ 


，/ u du f dT4 du f 』 ： r 2 w w \ j 

4 WF + i? 飞)乜 

du _ u du’ _ xu 
dx yu dJr' 2y 9 

du __ u du, — xu du ； , jt 2 u u_ 

dy y 2 u dy 7 y 2 u ds 1 \y z 2y % 

d 2 u = _d_( u 3w r xu \ 

3j. 2 — ar yyu 7 dx 7 2y ) 


① 


u d 2 u a〆 


du du 


yu 7 dx 2 9 jt dx 1 dx 


卜 •(¥) 


u d 2 u 




3r’ _ u_ _ x du 

dx Zy 2y dx 

du’ x \ I u du' xu \ 

} d7^T y r (^dF-Ty) 


_^ 

y w ，2 \d7) 2y 
u d : u .vu du^ . x 2 u u 

y 7 a ^ - y 7 a 7 + 47 - ^ 


② 


把①，②代入原方程有 


赛 = 彰， 


于是方程的形式不变. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


【3523】在 方程: 


q(\+q) 0 —（1 + /> + 9 + 2 涔） ^r ： +p(l + p) d ' z 


dx dy 


^y 2 


(其中 /> 


T 工 


而 g 


中假定 : W 


x-{- z^v = y-\-z^w = x + 


y -{- z. ^ zv = zv(Ujv). 

解 由 

cLr = pdx + qdy^u = x~\~z^ 
v = y-\- z^uu — jr + y + z ， 

有 dw = dr + d ^= (1+ p)dj ： + qdy, 

dv = dy + dz = pdr + (1 + q)dy, 
d 2 u = d 2 v = d 2 zu = d 2 z. 

把上述结论代人新变元的全微分式 


且令 


有 


d 2 w 


S 


3^w 


如 2 + 2 鸟+普以+ W +笋“ 

auav ov" ou av 


Sd 2 z 


du 

drw 


du' 

dv’ 


[(p+ l)da' + r/d < y] 


+ 2 ~-^[(p+ Ddr + gddEpdr + (r/+ l)d.y] 


dv 


2 - [/)dr + (9+ l)d^] 2 . 


把上式与 




a 2 


穿 z 


ar :— +2 ^^^+^7办 2 , 

作比较有 

i r_ “， ^ a 2 


djody S 


i [(1+/ , )2 0 +2p(1+p) |^ +/ , 2 0], 

![9(/>+1)0’+(1+/> + 9 + 2内） • 


d 2 w 

dudv 


+ p(q+l) 



dv 


，■ 

9 
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• 变量代换第六章多变量函数的微分运算 


0 =汾鼗+⑽ + 1 ) a 尝 + ( … 

代人原方程，并利用 

qa^rqX\+p) Z -a + p+q + 2pq)q(p+\)+pa+p)^ 
= 9 (1+/>)[(1+/>)(1+( 7 )-(1 + /> + 9 + 2/ 9 )+/ 9 ] 
= 0， 

p 2 q(l +q) — (1+ p + q J r2pq)p{q- {- 1) 

+ />(1+/>)((?+1) 2 = 0 ， 

2/)( 1 + />)g(l + q) ~~ (1 p q + 2pq) 2 
-\-2q(q+\)p(\ + p) =—(l + p + 0 2 ， 

我们有 - (1+ 4 +g)2 |^ = o > 

o dudv 


# + 2 _ + 1) 糕 + ( ㈣ S 


Tjt ,_ 


我们有 一 


或 


d 2 xv 

dudv 


= 0. 


【3524】在方程 


2 £f+y0wg = ( 凟 ) 2 +( 々 )V(4:) 


中假定 

解 


e 芒 ， j = e 7 ,2 = e;，w = 其中 




du 

dx 


du 

dl' 


du du: cl 芒 
dzv dr 

=e 督 




① 


^du 


dy 


Xf 

drj ^ dz 


^div 

ar 


①式两边对 a •求偏导数有 




鳴 )^+ e ， 


,d 2 w 

de 


t 


两边同乘 i 有 


同理有 


Sru 

dP 

dy 2 


• 衝 )2 + oU . dhc _ oU . div 


vae 

\9rj 


3c 


f+e 脅 ' 


3? 

u .扭 

d l 


② 


③ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


d 2 u 

a? 


a? 


) 2 + 


t . d 2 zv _ u dzv 


a? 2 


ac 2 


④ 


把②，③，④三式代入原方程有 

d 2 w , d 2 vo , ^xu 


”[⑩ ) 2 + (tT’ + ( 審 )>f+ 奪 +f 


【3525】 


3?/ ' V 

证明 ：方程 


cf_Z 3^Z — ( rl 2 Z \ 2 _ 0 

fix 2 e)y 2 c)y) 

的形式与变量和 r 之间的关系无关. 


证 令 P =多 


dx 


办’ 


则 = pcb ' + qdy ^ 

若以1为新函数有 


心 = 0d/ + 2 蟲 d* + A + |d\ 

把作为旧变元的 关系： 

d 2 x = 0,d 2 .y = 0，cb = pdx + qdy, 

代入上式有 

dk =- 古 [ 0 dy + 2 •(/>& + q dy) 

al 


^( pdrqdy )-. 
oz^ 」 


于是 


_=—H 


穸)， 


. ( , d 2 x | d : x 


dxdy 




d 2 x , o d 2 x , _2 d 2 x\ 

^y +2(/ a^ +(7 


dydz 


dz 


① 


② 


③ 


代入原方程有 
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4. 变置代换 


第六章擺瞧議分运算 


d z z d 2 z 

dP-dy 1 


-( it ,) 


djrdy 


，_)•( 

— p 2 (p 


a 2 


9y 


+ 2 為 +〆: 


dydz 


dz 


) 


3^32 ： 




靖 ) 2 

( 蟲 ) ] 


o. 


从而 


d^r^jr 
dy 2 dz 2 


_ 


0. 


(£^ y = ° - 


同理，若以 3； 作为函数有 

d 2 y d 2 y 
dx 2 dz 2 

即方程的形状与变量和=所分别担任的角色无关. 

【3526】取 r 作为变量 y 和 z 的函数•解 方程： 

f^ z \ 2 O 2 z o dz <lz c) 2 Z I l^ Z \ l z 
\ / c)x l fix c)y fix f)y V ()x / c)y 2 

解把 3525 题中的①，②，③三式和 


0 , 


P 


石， 9 


dz 


代人有綠+心窆) 


drx 


d 2 x 


p 2 {p 


d 2 x , 0 “ d 2 x 

§7 + 2 内“ 


dydz r ^ dz 

d 2 x\ d ? jr 


+ PQ 


dz 


)=-〆 




0. 


从而 


= 0,或 /> = 0,又由 = 0 得原方程为 《r = < p ( z)y + 

4 ( 2 ：) ，其中为任意函数，由 p = 0,有 z = f ( y ) ，/为任意函数， 
它也是原方程的解. 

【3527】取勒让德变换 


X 


(其中 Z 


clz ,Y= c ^,Z = x^+y az 


打， • a y …^ Jx 

zcx . y )) 变换方 程式: 
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米多维 奇数学分析习题全解(五) 



= ^clr + 穿 dy _ dz + *rdX + ydY = xdX + ydY , 
ojt ay 

于是有 = x ^l = y 

] ^ dX 9 dY yu 

对上式求微分有 



d 2 z ]Yl d 2 z 

dX^^dXdY 


dy ， 


^-,dx + ^|dy. 


dXdY 


ay 2 


① 
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• 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


从而 


d 2 Z 

d^Z 

dX 2 

dXdY 

d 2 Z 

d 2 z 

dXdY 

dY 2 


ar 2 

d^z 

dxdy 


d 2 z 

d^rdy 

d!z 

dy 2 


因此 


ax 2 

3 2 Z 

dXdY 


答 z 

dXdY 

aiz 

dY 2 


关 （)• 


于是，由①式有 

ldX = 


dy 


a 争 u ， 


蟲 dr + 祭) d ， 


ri (- 


③ 


比较②式和③式有 

^z = r x^Z 8rz 
dx 1 dY~ "dxdy 


9 2 z 

d 2 z 


r 


dXdY 


一， d 2 Z 

ax 2f 


代人方程有 A ( X , Y )0-2 B ( X - Y ) 


d^z 

dXdY 


+ C(X 


' Y) U 


§5. 几何上的应用 

1. 切线和法平面曲线 

x = cp { t)，y = tpU)，z = /(/) 

在 MU . y . z ) 点处的切线方程为 

X-x = Y-y = Z-z 
dr dy dz 

dt dt dt 

在这个点上法平面的方程： 

dt dt ^ ds 

2. 切平面和法线在 MCr ，： y ， 2 ：) 点曲面 


f ( x , y ) 的切 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


平面方程为 


z - 2 = |(x-,) + g(y-^). 


在 M 点法线的方 程是: 


X - 




Y-y _ Z-z 


Tx 


f)z 

Ty 


-1 


若曲面方程式给定为隐函数的形式 F ( x , y , z ) =0 . 则相应地有 


f)F 


( X - x ) + 




Z — z ) = 0. 


切向方程式 


和 


X — x 
3F 
Ihr 


- 法线方程式. 


dF r}F 

c)y c)z 

3. 平面曲线族的包络线单参数曲线族 /( O '，. y ，《) =0(«为 
参数）的包络线满足方程组 

= 0 , J J a (Xfy,a) = 0 . 

4. 曲面族的包洛面单参数曲面族 F ( L 3 Mcr )=0 的包络 
面满足方 程组： 

F(x,y^z,a) = O.F^ix.y.z.a) = 0. 

在双参数曲面族中(了，3^，心/?)=0的情况下，包络面满足以下方 
程:0(1，}，2：，0，/3) = 0，0'。(1，），2：，0>/3) = 0,( p r ^ x ^ y . Zna ^) 
= 0 . 

对于以下曲线•写出给定点切线和法向面的方程 （3528 〜 
3532). 


【3528】 在点 / = /(”*r = acosacos /，） = asinacosr ，之 
= a sin /. 

解由线 

x = x ( t ) = y ( t),z = z ( t ) 9 
在点 to 处的切向量为 

G(r 0 ) = (j’ （ r 0 ) ， y(/ 0 ) ， 2 ’（〜）） ， 
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• 几何上的应用第六章多变量函数的微分运算 


于是由 x = aco^aco^i j y = asinacos /,2 = a sin/, 

有 v(t 0 )= 卜 “cosasin/,” 一 asinasin/o ， acosA, }. 

从而切线方程为 


JT—Xo 

acosasin/o 
cosa sin/a 


asinasin/o 


Z — Zp 

acosto 


COS/q 


法平面方程为 


(— acosasin/o )(x — x 0 ) 

+ (—czsinasin/o) • (y — >,) + (aco^t 0 )(z — z 0 ) = 0, 
其中 Xo = x(/ 0 ) = acosacos/o t 


y(to) = usinacosto 


z {) = z(t 0 ) — a sin/,,. 

经化简有 acosasin/o +^sinasin/ 0 — zcost 0 = 0 , 也就是法平面过 
原点 . 

【 3529 】 在点 t = k/4^x = as\n 2 t^y = bsxntcost ,z = rcos 2 1 . 


解 x 0 = asin" 


2 7 T 


u ( 子） = {“ ， 0, — c), 


于是切线方程为 


法平面方程为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


+ — f ) +( 一 c) ( 2 _f ) =0 ， 

即 ax — cr = +( a 2 — c * 2 )• 

【3530】 在点 Af ( l ， l ， l)，jy = x»z = x 2 
解设 J * = /， 

则 y — t,z = t 1 . 

于是以 1) = {1，1，2}，切线方程为 

x — \ — : y — 1 — z — \ 


法平面方程为 

( j - l ) + (^- l )+2( z - l ) =0, 

即 x + y-\-2z = 4. 

【3531】在点 MdiaKP + z 2 = 10 ，/+〆 

解基本思路：当曲线以两个曲面方程 
F\(x^y,z) = 0 9 F 2 (jr 9 y 9 z) = 0 

交线形式给出时，可先求出两曲面在交点处的法向 tt ： 

= {广1了， F'lyf F ' iz }, 

n 2 = {F f 2 jrf F’ z z ， F\z)^ 

则曲线在该点的切向 s 为 
?i = ri\ X n 2 


10 . 


j ^ ly 

F\z 

F\z 

F\x 

F\x 

F\y 1 

} F\y 

F\z ’ 

' F\z 

F\x ’ 


F\y I 


于是该题中 

n\ = {2,0,6} ， n 2 = {0,2,6 }， 
v = {1,0,3} X {0 ， 1 ， 3} = {-3, 一 3 ， 1} 

从而切线方程为 

x — 1 _ y — 1 __ z — 3 
-3 = -3 = 1 ， 


x — l 
3 


y — I 
3 


z-3 
- 1 
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5 . 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


法平面方程为 

-3(jt-1) -3( ： y-l) + (z-3) = 0 ， 

即 3x ^ 3y — z = 3. 

【3532】 在 M(l ， 一 2 ， 1) ，了 2 +y +Z 2 = 6，i + ：y + z = 0. 
解 由5 = x 2 + y +^ 2 -6 = 0, 

F 2 = x + y-i- z = 0, 

有 7 i x =2{1，一2，1},心={1，1，1}， 


{1 ，一 2 ， 1>X{1 ， 1,1} =-3{1 ， 0 ，一 1}. 
于是切线方程为 



即 


• T 十之 
3 ^ + 2 


2 

0 , 


法平面方程为 


(x-l)-(z-l) 


= 0 , 


或 X — z = 0 . 

【3533】 在曲线^ =/，7 = 〆， z = / 3 上，求出使切线平行 
于平面 x + 2 ：y + 2： = 4的点 • 

解 v = {1，2/，3/ 2 }，平面法向量;;={1,2，1丨，由题意 
v • ?1 = 1 + 4/ + 3/ 2 =0， 

从而/ =一 1 或/ =_ 士，于是所求的点为吣（_ 1， 



【3534】 证明： 螺旋线 I = acos /，y = asint , z = bt 的切线 
与 Cb 轴线成定角. 

证由 




asint % 




a cost ^ 


T ； 


b ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


于是有切线与 Or 轴形成的角 y 的余弦 



从而 cosy 为常数，故切线与 Or 轴形成定角. 

【3535】 证明： 曲线 a * = a ^ cosf.y = ae ^ int.z = ae 1 与锥面 
x 2 +y = c 2 的所有母线相交的角度相同. 

证 圆锥 p + y = z J 的顶点在原点，过圆锥上任一点 
P ( x , y , z ) 的母线也过原点，因此，母线的方向向： M 为 ii = 
z )， 曲线在点 P 的切向 M 为 
v 2 = ix \ y \ z ) 

= {“ e '( cos / — sin )/.( sin / + cos /) ，“ e ’} 

=(x—• y^x + y^z). 

又 /+y 于是 



COS ( v \ ^Vz ) 


^1 # Vl 

U 11 4 I 


j-(j-y)+.y(j+y)+^ _ 2r _ 2 

/•r 2 + / + r V(x — y) 2 + (j + ^y) 2 +Z 2 v/2? \/3? 76 

从而交角相同. 


【3536】证明斜驶线 


tan 


(f 


著）= e 〜 ( 々= cons /) , 


(其中 p 为地球上点的经度，0为地球上点的纬度）与地球体的所 
有子午线成定角相交. 

证建立坐标系 ：赤道 平面为 ( iry 平面，球心为坐标原点， 
( h : 轴正向过0°子午线， Or 轴正向过北极，取 dr ： y ^ 坐标系为右 
手系. 

下面建立斜驶线和子午线在直角坐标系中的方程.假设讨论 


地球上的点的经度为•炜度为 0 (—f <0<号)， 
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• 几何上的应用第六章多变量函数的微分运算 


则它在上述标系下的坐标为 

lx = RcQSipCQS ( p ， 

= Rcosipsuup ^ 
iz = Rsirup . 

其中尺为地球半径，对 tan (-| 


于是 


2cos 2 (f + |) 

^=[ 2 - 2 (i 


两边求微分有 
d<p = 公 tan (号 + 专)却 


)^ tan ( f + |)j 


卜 々 sin ( 号 +0) 



现把斜驶线方程看作 f 和 0 的隐函数，因此在 (％， A ) 点处有 


^ =— Rsirnpo cos ^, — Kco ^ sin ^ 


—R ( sin ^, cos ^, 


sin ^, 


浐 - 


Rs'm^smcpn + Rcos^xos^ 


d(f 

dip 


— R ( sin ^ sinp , 


COSfflt 


dz 


4 =Rco , 

从而，可取斜驶线切向 M 


I sin^o • • cos^o 

=I sin^ft) cos^o H -广 -，sin 沪, sinA - 

当9 为常数时，即得子午线，其参数方程为 

x = Rcosipcos(po 9 
< y = Rcos(psin<po ， 
z = Rsini/j. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

于是子午线在点( 0 ，必）的切向量为 

vz = {sin 必 , cos^o ， sin^tsinp ， 一 cos^；, }, 


从而有 cos (^ 1 , v 2 ) = : TT 1 - -1 - = ■ 1 ■-= 常数. 

u 丨卜 2 1 vi+J 

故斜驶线与子午线相交成定角. 

【3537】求出在点 M 0 ( xo , 3 ^ 0 ) 曲线 


" 、 x — xo y — yo 

Z = fix , y ), - = —: ， 

cosa sina 

(其中 / 为微分函数）的切线与 Orj 平面所成的角度的正切. 

解把曲线看作两条曲线的交线，则所给曲线在点的切 
线方程为 


^0 ___ y — yo 


fy ( x 0 yy 0 ) — 1 

• ■ - 

— 1 八 ( 工 0 。 0) 

0 

sina 


0 丄 

cosa 


_ Z — Zp _ 

fA^o\yo) f f y (jTo ， y()) 


cosa sina 


^0 


即 J — = ^ 7^0 一 • 

cosa sina 八 （ a ： o ，}。 ）cosa + 八 (i 0 ， jy 0 )sina 

因此，切线与 Qr ： V 平面所成角 ^ 的正切为 

/^( 了。， 7 。） 0：050 + f / y(-ro 9 Vo)sina 




tanyj 


x/cos 2 a + 


sirr 


7x(^0 ♦ 3^0)cosa + j y (^o f^o)sina. 


【3538】求函数 w ' ■ 在点 M 1 ， 2, 一 2) 沿曲线 

sjx +y + Z 2 

X = t,y = 2 t 2 ,z =— 2 / 4 ， 

在该点的切线方向上的导数. 
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• 几何上的应用 I 第六章多变量函数的微分运算 

解 du = _/ + _ du = _^_ 

办 ( x 2 + r +5： 2 )2 ^ ( y + y + y ) 音’ . 

du _ _ xz _ 

dz ~ (1 2 +/+2 2 ) 音’ 

在点 M ( l ， 2 , 一 2) 它们的值分别为吾，一嘉，嘉，又曲线在该点的 

切线的方向余弦为|，| •，一 从而所求的导数为 

^ = A •丄 + 卜 + 

dl M 27 9 \ 27 / 9 27 V 9 / 243. 

对于下列曲面，写出指定点的切面和法线方程 （3539 〜 
3547). 

【3539】 在点地（1，2,5)= x 2 + y . 

解 思路： 当曲面由方程=0给出时，法向最为“ 

= {| M 藝卜 特别曲面由显式方程2 = /(^^)给出时，法向 
M w = {/^，/^， 一 1 } ， 本题中， 

n = {2 x ,2 y ,- l } = {2,4,-1}. 

于是，切面方程为 

2 U - l ) + A ( y -2)-( z -5) = 0, 

即 2^ + 4^ - 2： = 5. 

法线方程为@ = ^ = ^. 

【3540】 在点 M )(3,4，12), x 2 + y + Z 2 = 169. 

解 设 F ( j ： 9 yjz ) = x z +y + z 2 — 169 = 0， 

则在点 w 。 处 

71 = {2 x ,2 y ,2 z ) = {6,8,24} = 2{3,4，12}. 

MO 

于是切面方程为 

3(: r -3)+4(： y -4) + 12( z -12) = 0， 



吉米多维奇数学分析习题全解(五） 

即 3x + iy + \2z = 169. 

法线方程为 

x — 3 — v — 4 _ z — 12 
3 — 4 — 12 ’ 


即 


f = f = f 2 - 


【3541】在点 )，z = arctan 

解 一 t ^，^4?，一 1}匕 = {_ i ， i ， 一 

于是，切面方程为 

之—号=一士 (JT 一 1) ++(>— 1)， 

即 



法线方程为_ = ^ = —2^. 

【3542】在点 M )( j ：。， jy 。， z 0 ) 9 ar 2 + by 2 -\- cz 2 = 1. 

解 n = 2{00*。，^0,02：。}，于是，切面方程为 

ar 0 (x — x 0 ) +fryo(^ — 3^o) +C2o(2- —2o) = 0, 
又 axl 4 - byl + czo = 1» 

故切面方程可写为 

ar^x-^byoy + czoz = 1 . 

法线方程为 ' 


X — Xp 
CLT n 


y — yo 
by 0 


Zo 


CZo 


【3543】在点 Mo ( l ， l ， l),2 = ：y + ln 


z 


解 F(x^y^z) = y ^ lor — \nz — z = 0^ 


“ { 士， 


• H * 


={ l ， l ，一2}， 
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【3544】在点 M(2,2 ， l),2f+2t =8. 

解 F(x,y,z) = 2^ +2^ —8, 

n = I ~2f In2»-^-2f ln2, (‘r • 2f ) (- 去 ln2) 丨 | 

= 41n2{l,l,-4 }， 

于是，切面方程为(: r — 2) + ( y — 2 ) — 4 (z — 1) =0， 

即 x + y — Az = 0. 


法线方程为 


x — 2 _ y — 2 _ z— 1 

一 i — 1 ~ 


【3545】 在点 M ,(^ o ， # )， j . = acosipcoscp.y = hcostpsirup ， z 

= c \ sin 0. 

解 思路 ：当曲 面由参数方程 

x = x(u^v) ,y — y(u,v) = z(.u,v), 

给出时，曲面上分别令:/ = = %得到的两条曲线的切向 M 分 

别为 


= { 




du du 




1 ^ l 

\dv 9 dv n dvi 


切面的法向量为 


v\ X v> 


dz 0£ 
du du 

dz 

dv dv 


于是对本题 


/ar ^ - • 

\d(p d(p d(p I m (、 

{— acos^ sin^n ,6cos^, cos^, • 0 } 
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于是，切面方程为 

(‘r — l) + (.y — 1) — 2( z— 1) = 0 ， 

即 x + = 0. 

法线方程为¥ = ^1 = ££_1. 


du du 
dv dv 


alat/a\ial 

arawaral; 



吉 


米多维奇数学分析习题全解(五) 


cosi/jo { — asirupo ,/ ， co 平 ”0 } 


-i 


\ dip dip dip ) I .v^ 
{ — a su\(/joCOS(po , 


bsin ^ siiKpi ) ^ ccosipo } 


: X :二 ^ j cos 必 , cosp ， cosippsirupo sin^b 


a 


c 


于是切面方程为 


COSJjQ COS<po 


a 


( j — acos ^ coscpo ) + 



b 


• (y — /jcosiposm 



sinJn , 


c 


(z — CSIXU/A)) = 0, 


即 


a 


cosipocoscpo + -^- cos ^ bsin ^) + 


法线方程为 


X — aCOS^ibCOS<po 
COSiA) COStt3o 


3 ; — bcosj^o sin<po 
cos < A ) Sin^o 

b 


z — csin^o 
sin 咖 
c 


即 


j-sec^b sec yvj — a — ^ysec^cscyo — b — zcsci/a) 

ac 


be 


ab 


【 3546 】 在，存 M 0 (<po ,r 0 ) = reosep.y = rsincp.z = rcota. 


解 


V\ 







^2 


d<p ’dtp ^d(p I 


dr’dr 


M 0 


3 r 

dr 


} 




= r 0 {— sin % ， cosp 、 ， 0} 

={cos% ， si ，， cota } ， 


■讎 _ 

n = v\ X v? 
于是切面方程为 



，- 1} 


cos^o cota (x — r 0 cos^) 

+ sin^cota 9 (y — r 0 sin^, ) — (z — r 0 cola) = 0 


即 


xcos^o + jsin 許一 stana = 0, 


法线方程为 
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• 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


x — r 0 cos(p 
cos^,> cot a 

j: — r 0 cos(p 


y — r 0 siny, 
sin^ocota 

v — r 0 sin<po 


cos ^ v , sin^o 

【 3547 】在点 M) (w 0 ， p 。） 


z — r 0 cotg 
""" ~l """" 

z — r 0 cola 
— tana 


解 


H 



du du du 




wcosx;, V = us\nv,z 


{costa, ,sintM ^0}, 


=I ¥ ， ¥ ， ^ > = {— wo sint；o f w 0 cosvo • 

l ov ov ov j M 


n = v\ X V2 = <asinz; 0 , — acosx；o • Wo ) • 

于是切面方程为 

as\r\Vo(x — cosiA)) — acosv () (y — w 0 sint；o) + w f ,(z — av ( )) 
即 arsinvo — ay cosvo + u {) z = au^Vo. 

法线方程为 


— Uo COSTA ) 

a sin 


a cos^o 


z — av 0 


【 3548 】当切点 M(u,v)(u^v) 无限接近于曲面边界线 M 
v 上的点 MJw 。 , 认）时，求下列曲面的切平面极限 位置： 

JT = M + 1 ；， y = u 2 + v 2 ^ z = w 3 +xA 
解 ?i(u^v) = { 1 ， 2w ， 3“ 丨 X •! 1 f } 

— (v — u) { 6 mi ； ， 一 3( w + iO ， 2} ， 


则 G 方向上的单位向量为 


71 {u^v) 


{ 6j r 


3(w 


其中 

于是 


36u 2 i/ +9(w + u)-’ +4 

_ 16wo 6 w 0 2 I 

一 iir ， 一 n 卜 


于是 lim«° = ， 

u ^ Uq l Cq to to I 

y % 

其中 / 0 = /36W+36W+4. 

而 MiqC lio = ( 2,uq »2mo ^ 2wo)» 
于是切面在』从点的极限位置为 


245 




吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

3ulx — 3u 0 y 丄 2 ： = 3ul ( 2u 0 ) — 3u 0 ( 2ui ) + 2ui = 2ui * 
即 --^+4 = 2. 

Mo Uq Uo 

【3549】在曲面 j * 2 + 2 y + 3 z 2 + 2^ + 2 xz + \yz = 8 上， 

求出切平面平行于坐标平面的所有切点. 

解 /； = { 2 ( x-{-y + z ) 9 2 U + 2 y + 2 z ), 2 (x + 2 y ^ 3 z )}. 
卜 r + w v + z = 0， 

当 ^十以+ 22： = 0， 

j * + 2 jy + 35 r = A . 

时 w 与 A = (0,0，1)平行.即切平面平行于 Ch ： y 平面，解上述方 
程有 .r = 0 ，y =— A，ir = A . 把求得的了，3»<代人所给的曲面方程， 

有 A =土 2万，于是切平面平行于 （ irj 坐标平面的切点为 
(0, 土 2万，平2 乃). 同理有切平面平行于 Ory 坐标平面和 (Xry 
坐标平面的诸切点分别为（士 4,平 2,0) 及 （士 2,平4，± 2). 

【3550】在 搁球面 g + ^+< = 1上怎样的点处的法线与 
坐标轴形成相等的角？ 



由题意，有孝4=?,卜 


即 


CT 


^ = A =A 

t 9 O 

lr r • 


把上式代入椭球面方程有 


A 


s/a 1 + 6 2 + c* 2 

于是，所求的点为 

,a 2 .b 2 

- r=± 




其中 d = Va 2 +b 2 +c\ 
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_ 5 . 几何上的应用 I 第六章多变量函数的微分运算 

【3551】 求曲面:^+2/+3# = 21平行于平面 i + 4：y + 6 2 
= 0的各个切平面. 

解 71 = 2{^，2>32：}，由题设有 
j ： = X ,2 y = 4A，3z = 6 又. 

BP x = X 9 y = 2 X,z = 2A. 

把它们代入方程 P + 2/ + 3z 2 = 21 ， 

得 A =士 1 , 故切点为(士 1 ， ± 2, 士 2) , 于是所求的切平面方程为 
( j -T1)+4(^=F2) + 6( zT 2) = 0, 

即 + ^ + = 土 21. 

【3552】 证明： 曲面了 = d ( “〉0) 的切平面与坐标面围 
成定体积的四面体. 

证在曲面上任取一点尸^:^以心人则曲面在该点的切 
平面方程为 y 0 z 0 (jr — x 0 ) - h - roZo(y — yo ) + JCoyo^z — z 0 ) = 0, 
它与各坐标面的交点为 A(3x 0 ,0,0),B(0,3>,0),C(0,0,3^o). 
注意到各个坐标轴的垂直关系，即知以 A,B，C\D 各点为顶点的 
四面体的体积为 

V.UJCT) = +(又’ •（+OA • OB j = +3:0 • 3 j *。• 3;y 0 

9 

= Y^o^o^o = 

它为一个常数. 

【3553】 证 明：曲 面 77+6 + A = v / a ( a >0) 的切平面在 
坐标轴上割下若干段，它们的和等于常数. 

证在曲面上任取一点则曲面在该点的切 

平方程为 一 7=(^ — x 0 ) H - — >) H - (z — z 0 ) = 0, 

2 y^o 2 y > 2 

即 y/yoZoCx — xo) + y/jroZo(y — yo) + */^o> • (z — z 0 ) =0. 
此切面在坐标轴上所割下的各线段分别为 v/^7, v^T， 其 

和 Va( v/^+ y> + y / z ^)= y ^ • Ja = a . 
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它是常数。 

【3554】证明 ：锥面 2 的切面通过它的 顶点. 

于是，锥面在任一点 PoUo ^ yo 9 z 0 ) 的切平面方程为 

z — z ° = [ / ( S )- S / ( S )] ( - r ~- ro )+/ ( S ) (3，_3,o), 

化简有-[45)-^(5)> +/ (5^ 

它显然通过锥面 Z ) 的顶点(0,0,0). 


【3555】 证明： 旋转曲面 z = /( v^ 2 +y)(/ 7^0) 的法线 
与它的旋转轴相交. 

证在旋转面上任取一点户。(：?*。，^。，2())，其中 


^0 = y ( y/xl-\- yo ) ， 
则曲面在该点的法向量为 



I 




dx ’办’ 


p o 


VjtI ^yl 


^o/ ^yo/ ^ — VA +yl K 


〒是，法线方程为 


= y ~ = z ~ z o 
x °f^ yoj — y/xl -\-yo 


显然，法线通过 Or 轴上的点 


0,0，/( +yl ) + 


y-To + 3^0 
j \ y/xl +^ o ) 



即法线和 Or 轴相交. 


【3556】求椭球面 y+y +/—* r：y = 1 在坐标面上的投影 • 
解先考虑椭球面: r 2 + / ―巧=1在 Cty 平面上的 

射影，该射影即通过所给曲面上的每一点向平面作垂线所 
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5. 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


得到的垂足的全体，它是 firy 平面上的一个区域，这个区域的边 
界由曲面上这样的点的投影构 成:这 一点向 Ch ; y 平面作的垂线在 
它的切面内（这里用到了椭球面的凸性），即该点的法线与 Qry 平 
面平行，又该点的法向量为彳 21 — ^25 — x ，2 d •因此该点的坐标 
_ (2^ = 0, 

满足 Ip+y +2 2 — a = 1. 

这些点的投影为 

jz = 0 , 

lx 2 + y 2 — Jcy = 1. 

它即椭球在 Chy 平面上射影的边界. 

同理考虑切面与 Qrz 平面垂直，则有 
2y — x = 0. 

因此，对 Orz 平面投影为边界点的椭球面上的点应满足方程 

\2y-x = 0, 

\x 2 + y 2 + z 2 - xy = 1. 

这是椭球面与平面的交线，将它改写为柱面与平面的交线 

[2y — x = 0, 



于是，椭球面在平面上射影的边界由方程 



所确定.同理可确定椭球面在 Qyz 平面上的射影的边界由方程 

[X = 0 , 

\^+ z 2 = 1. 

所确定，于是，椭圆球面 P + y + d — ^ = 1在 Qrj 平面上的射 
影 为圆 : P + y < l，z = 0,在 Qy 2 平面上的射影为 椭圆: 

| y + z 2 < 1 ，*r = 0,在 Qr：y 平面上的射影为椭圆 + z 2 < 1 ， 
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^ = 0 . 

【3557】把一个正方形 { 0 < r < 1，0 < ^ < U 分割成直径 
的有限个小块 a ， 若曲面1 — /在属于同一小块 a 的 

任意两点 PCr ，： y ) 和兄（: r , ，％ ) 的法线方向相差小于1°，求5数的 
上限. 

解令曲面在点 p (* r ， < y )， pi (： Ti ，3 ; i ) 的法向量分别为5，心 
则 71 = { 2 x , 2 y , 1 } ，丨5 1， 

wi = {2x,2yA) ^ ! w, 1, 

且有 n X Ti { = {2(y — y { ) 9 2 (x\ —x)A(xyi —X\y)}, 


sin ( wi ， wi )= 



n \ \ ? i \ 


7 ^1 ^ X 


= 2 V(y — y\ ) 2 + (x — xi ) 2 +4(xyi —x x y) 2 . 
又 （ .Dm —x\y) 2 = — y) + y(x — x\ )] 2 

< 2 O 2 ( 汕 一： y ) 2 + / (m ) 2 ] 

< 2[(y — % ) 2 + (:r — ) 2 ]， 

记 p = V(y — y \ y '+ (x — x \ ) 2 ， 


则有 sin (；7 ,^i 2 s / p 2 +8 〆 = 6p . 

当 p )< 1' 时，史义 sin ( w , ) ，于是，要]^5,只要 


6 ^ < lfo^ a 003 ， 

即可.从而有 5 <0.003. 

【3558】设 2 ： =/(: r ， y )， 这里(0*，>0 6 D ① 

为曲面方程，0(兄， P ) 为曲面①在 P ( x , y ) 6 D 和/^ ) 

6 U 点上的法线之间的夹角. 

证明： 若域 D 有界且封闭，而函数/(^ ，： y ) 在 D 域具有二阶有 
界导数，则李雅普诺夫的不 等式： 

^(P,,F) <C/P 1 ,F) ② 
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• 几何上的应用 I 第六章多变量函数的微分运算 

成立， 其中: C 为常数， 〆 h ， p ) 为 P 1 和 P 点之间的距离 • 

证该题缺少区域为凸的条件,否则结论不成立，如 

I’ 0 ， < 0 ，： r 2 十 y < 1 ， 

z = ly\ v>0, .r^y ,x 2 +r < 1, 

- y , y > o . . y + y < i . 

如 3558 题图所示，函数在单位圆内缺个角的闭区域内有定义且有 
连续的二阶偏导数 



3558题图 


取&(表，士)与^(一表，士)，则 

71 = ” (P") = { 0 ， 3 ) 2 ，一 1 } | p = jo* ^ f — 1 1 
n = /;(，"）= {0, 一 3/，一1} = (0, 一 4 

产一 I rr 


// X ;/ 


(-4,0,0 


sin 弘, 


I n X n f 

iTTHr 


— ► 


0,(;/ oc ). 


p "( p "， p ’"）= $， 

p n #1"*^ \ p n sin ^ c ；, / ，卜 5 ^ pn 
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6 


1+今 

lim -^— =+oo. 


于是不存在常数 C \ 使 

下面证明当 D 为凸的有界闭域时•不等式②是正确的. 

由3255题 知：当 /( hW 在 D 内有二阶连续的偏导数时， ff , 

OJC 

在/)内皆为二元连续的，又因有界，故在 D 上皆冇 
ay dx dy 

界， id 


dl 

dx 


<M ， 


d £ 

dy 


< 


又由 3254 题的证明过 程知： 

当 G 是凸域， /( U ) 有有界二阶偏导数时，对 D 中任意两点 
P 及 Pl ，lf f 满足李普希兹条件，即存在常数 L 使 


df(P) 

Sr 

df(P) 

dy 


</ 1 o(P 1 ,P), 


由 


?2(P0 


?kP) 


知 :对于 y 


sin* 


df(P') 
ar 

3/( P ») 
dy 

= o/(Pi) a/(P.) 

\ ' dy 

I df(P) df(P) _ 

1 ar 9 ay ^ 

VPmP ) 有下列不等式 

— I niPQXnf.P) l 2 

I n(P,) I 2 I n(P) I 

= [df(P) 3/(Pi)1 
L dy dy J 

ra/(P»)3/(P) 

L ar dy 


l 


<1 7KP,) X; ； (P) I 2 




dx 

a /( Pi ) 
dy 


(P) a/(P,)~ 

ar . 


f ] 



< L 2 P 2 + L 2 P 2 


+2「％ p i)T 

; [ df ( p ) 

• — ^ - 

a/(Pi) 

L ar 」 

dy 

dy 

+ 2 [㈣ 

? ra/(Pi) 

- dr 

df ( P ) l 2 
ar 」 


于是 

其中 


< 2L 2 p 2 + 2M 2 Up 2 + 2^L 2 p= 2Ly 2 (1 + 2M 2 ) 
sin 妒 <C C \ p ( P \ »P) 9 
Cf = 2LH1+2M 2 ). 


从而有 cp ( P ^ P ) <jsincp ( 1 29 0 题 结论） 

<^C ip (P l9 P) =Cp(P l9 P) 


其中 r=_| Cl 为常数，证毕 • 

【3559】圆柱 / +)， 2 = “ 2 与曲面 
>，2：。）相交成怎样的角？ 

解 两曲面在点的法向 M 为 

n \ = {>»x 0 » — b 、， 

及 n 2 = {2 x 0 ^2 y 0 nO } • 

于是，交角 p 满足 


在公共点 


cos<p 


2xoyo + 2x 0 y 0 + 0 

# I "1 I I ”2 I y/xl +yl+b 2 ^4x( + 4y 2 0 
_ 4fe 0 _ 2bz 0 
Va 2 + b 2 • 2a a Va 2 +b 2 
【3560】证明 ：球坐 标的坐标曲面 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 = xtarup^ 

J： 2 +y 2 = z 2 tan 2 0 
两两正交. 

证各曲面在交点 PU . y . z ) 处的法向量分别为 

n\ = {2x^2y 9 2z} , 


jrtarup 
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ri2 = {tanp ， 一 1 ， 0 }， 

” 3 = {2x,2y^ — IzldiVrd). 

由 ? i \ • ? i2 — 2 xXancp — 2 y = 2 ,y — 2 v = 0, 

7 i \ • n 3 = 4 x 2 + Ay 2 — iz 2 tan 2 d 
= 4ztan 2 ^ — 4ztan 2 ^ — 0 f 
? i2 % = 2 xtar\(p — Zy = 0. 

于是，这些曲面在其交点处分别两两正交. 

【3561】 证明 ：球面 

x 2 y 2 + z 2 = lax ， a * 2 + y 2 -\- z 2 = 2 by ， 
x 2 y 2 -\- z 2 = 2 cz 

形成三个正交系. 

证 设 

j ： 2 + y 2 -\- z 2 = lax , 

与 i 2 + y + z 2 =2 by , 

交于 Po (^ o ^ o ^ o ) 点，则它们在 h 点的法向 fl 为 
? 1 \ = {2(« r 0 — a ) ,2 y 0 j 2 z 0 } » 

”2 = { 2j*o ， 2 ( > — b ) « 2zq } • 


由 r?i ” z 2 = 4[ j * 0 ( a ， 0 — a ) +>(3； 0 —/?)+4] 

= 2 [2x6 + 2yl + 2zl — 2ar 0 — 26y 0 ] 

= 2^(,xl + yl Zq — 2ar 0 ) 

+ (j：o -\-y 2 o+zl — 2by 0 ')']= 0. 

于是这两球在其交点处直交，同理，可证其它球的两两正交性. 

【3562】当又= Ai，A = A 2 ，A =入3时，每一个点 M ( x ，： y ，2) 有 
三个二阶曲面 

^ — 1 (a>6>r>0) * 

证明这些曲面的正交性. 

证先证1，2,3)的存在性 • 

令 F(A 2 ) = x 2 (b 2 -A 2 )(r 2 -X 2 )+y(a z -\ 2 )(c 2 —A 2 ) 
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• 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


+ z 2 ( a 2 - X 2 )( b 2 - X 2 ) 

+ (a 2 -A 2 )(6 2 -A 2 )(r-A 2 ). 

则 F ( a 2 ) = x 2 ( d 2 - a 2 )( c 2 - a 2 )>0 9 

F ( b 2 ) = y 2 ( a 2 - b 2 )( c 2 - b 2 )<0, 

Fic 2 ) = zHu 2 - c 2 )( b 2 - c 2 )>0, 
limF(A 2 ) =—oo. 

因此， F(A 2 ) =0 在(“ 2 ，+oo)，（6 2 ,“ 2 ),(r 2 ,6 2 ) 内各有一根，记为 
Af，Ai ,A! ,但 F(A 2 ) 是关于 A 2 的三次多项式. 

因此，也仅有三个实根 A?(/ = 1,2,3)，且知 A, 本入八 i 竽 j ， i，j 


1，2,3)，由 F(Af) = 0不难得到 



a 2 -A? ' 6 2 -Af ' r 2 -Af 


1 ，G = 1,2,3). 


下面再证明这三个二次曲面是两两直交的，由于 

::— 1—^£ __“ _ 


lx 

"， = 


AfV-VV— aH ， 


1，2,3)， 


及当/关）时 


Ax 2 _ - _ 4}r _ 

AfK“’ 一 A” (b 2 — Af )(6 2 — A；) 


丁 (r 2 -A?)(r-V) 


A7-A ； 


[(-1)-(- D ] 


【3563】求函数 " =』• + > + = 沿球面 i+：y + z= 1 在点 
M.Cro^o^o) 外法线方向上的导数. 

在球体的什么点使上述导数具有 “a) 最大值， （b) 最小值， 
(c) 等于零？ 


解 


^fTyf+4 
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则在点处球面的外法线单位向量为 


£2^ 

V 0 




< 了0，3^0，之0 } ， 


于是 


clu 

Ihi 


1 3u <9w I , . 

te， 石 w 


={ 1»1 • 1 } • { >To ^0 ^0 } = J*0 + Vo + -0 

(1) 由 1294 题结论有 

•ro + > + 之0 = 1 • :o + 1 • + 1 • 之。 

^ >/3 V A + yl +^ = >/3. 


7 t 


时，上述等式成立，此点恰在球而 i ： ，因 


此，在(加如»最大值. 


(2) 同理有 

— (j-o + yo +Zo) = (— 1 )•!*•) + (― 1 )^0 + ( — 1 ) 2*0 

</3, 

即 . r 0 + yo + zo >/3, 

于是在点卜去，-★，处,取得最 小值. 

(3) 当 :r + ：y + 2 = 0 及 P + y + z 2 = 1 时， |^ = 0 ，g 


0,因此， 


所求的点为由方程 T 十^"^ = °，，所定的解 Cr ， p ), 它在单 

I j " + y + ^ = i . 

位球面与过圆心的平面 x + j 2 = 0的交线的圆上. 

【3564】求函数 w = 1 2 +) 2 + z 2 在点 Mo ( xo ，>， 2 ： o ) 沿搁球 


面5 +备+ 


1外法线方向上的导数. 


位“ I 2 j 0 2夕 0 2 z 0 1 

解 叫7，了，7卜 


此法向量的单位向量为 
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• 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


P = {為，為 ，為卜 


其中 


于是 


±0 , ^ , fO 

y 卞以卞 r 4 • 


<hi 
dn \ 


^ A ，2 xo + ^ A m 2 yo ^ ZA ，2zo 

LI 济 i = ¥ 




【删畤 和砮为函数南在沿曲面 F ⑽，‘和0上 


的点的法线 方向上 的导数•证 明:孟 = U ^ + V ^. 


证 


dn 


( uv ) 


~Y^(uv)co9，a + -^ () cos/3 + 去 ( 


)cosy 


! dv , c)v 

U [^ COSa + ry { 


:os/3+ |^co 


sy 




D ^ + v ( ^. 


(in 


tl?i 


求单参数平面曲线族的包络线 （3566 〜 3569). 

【 3566 】 xco^a + ys\na = p (p = cons/). 

解令 f ( x , y ^ a ) = a-cosa + >sina 一 p = 0 , 

有 八 (* r ，《 y ， a ) =—xsina + ycosa = 0, 

消去 a 有 /+y = 〆 • ① 

由于原曲线族没有奇点，且①也不是原曲线换的某一支，故 
①为原曲线族的包线方程. 


【 3567 】 U - a ) 2 + y 2 = j . 

解由 
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( n ) 2 + y - 专 = o , 


l2(x — a) +a =0. 

消去〃有=士^，与3566题的理由相同，它是包线方程. 


【3568 】 y = kx -\- 


(a = cons/). 


解 


kr — y- {- 


消去々，有 / = 4 ar ，与 3566 题的理由相同，它是包线方程. 
【3569 】 y = 2 px + p 2 . 

解由 

\2px _y + /) 2 = 0 ， 

Lr + /> = 0 ♦ 

消去/>，有 x 2 +y = 0 •它仅为一点 （ o , o ), 于是原曲线族无包 
络线. 

【3570】 设线段长度为/•其两端沿坐标轴滑动•求由此产生 
的线段族的包络线. 

解如3570题图所示，直线方程为 


但 

所以 


IsxnOJ) = IcosO 


冬+丄 
sin^ cos^ 


① 


对0求导数有 


— n co^d H - 

sin ^ cos-0 


sin 3 0 ^ cos 3 0. 
由①，②消 去仏有 
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• 几何上的应用 第六章多变量函数的微分运算 


+jy3 = /t , 

与3566题类似，它是包线方程. 



3570题图 


【3571】 求具有闶定面积 S 的椭圆族¥ + _ = 1 的包 络线. 


解设椭圆族为 

“ 2 十 6 2 ， 

椭圆面积为 S ， 由题意有 
wb = S ， 

9 i 9 ? 9 

于是，十 

对6求导数有 


亨 + f = 0. 


由②式 


v ? S 2 


Jr 


ys 


① 


② 


把它们代入①有 



I ^ I 


nxy 

S 

互 

It ： 


与3566题类似，它是包线方程. 
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【3572】导弹在真空中射出，其初始速 度为& 当投射角在 
垂直平面上变化时，求导弹轨迹的包络线. 

解导弹轨道方程为 


jrtana 


2x^cos : a # 


① 


对 a 求导数，得 


x 

cos" a 



vlco^a 


② 


由②式得 


工 g 


代人①式有 


尝-盔 ( 4 ) 


， 一一 2i/ocos 2 a ^ xg 2^o V x V ^ 

= A -^1 

2g 2^o * 

与3566相似，这是包线方程. 

【3573】 证明： 平面曲线的法线的包络线是这条曲线的渐 
屈线. 

证设平面曲线由 ：y = fix ) 表示，曲线 : y = fix ) 在点 
P ( x , y ) 的法线方程为 

( X - x )+ y \ X - y ) = 0, ① 

对 a * 求导数有 

—1 + y f (Y — y ) — y 2 =0， 

即 /( V - v ) = i + y 2 . ② 

由①，②有 

V'(l + v ,2 ) 


: y + 




它是^ = /(* r ) 的渐屈线方程.由3566题的理由知，它是平面曲线 
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• 几何上的应用丨第六章多变量函数的微分运 

的法线的包线方程. 

【3574】 研究下列曲线族的判别曲线性质 ( c 为变量参 数）： 

(1) 立方拋物线 : y = (x — c)" ； 

(2) 半立方拋物线/ = ( x - c ) 3 ； 

(3) 尼尔拋物线 y = ( x - r ) 2 ； 

(4) 环索线 (y — r ) 2 = x 2 

u 十 x 

解 （1) 由 

( JXx^y^c) = y — (x — c) 1 = 0 , 
i,Cr，：y “) = 3Cr - c0 2 = 0. 

消去 c ••得 ：y = 0,它是判別曲线的方程. 

原曲线无奇点，且3； = 0也不是原曲线族的某一支•因此，它 
是包线，此包线与原曲线在 ( o 0) 点相切， R ( r ，0) 点是曲线的拐 
点， 即它又是原曲线族拐点的轨迹如图3574题 （1) 所示. 



3574题图 （1) 


⑵由 

jy 2 — (jt — c) 3 = 0 , 

I3(x-r) 2 = 0. 

消去 r 有判别曲线 y = 0•原曲线的奇点 ( r ,0), 因此它是奇点的轨 
迹，要看它是否为包线，还要看去奇点的两支是否与判别曲线相 
切.事实上，两支分别为 

= (x — c)^ ,y 2 =—(:r — c*) 号， 

皆有 
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y \ ( c ) = 0, y \( c ) = 0. 

因此，^ = 0为原曲线族的包线，如3574题图 （2) 所示. 



3574题图 （2) 

(3) 由 

j y :i — (x — c ) 2 = 0, 

\2 (x — c ) = 0. 

消去 o 得判别曲线 : y = 0. 

原曲线的奇点 ( c *，0)， 由 T y = (a — r ) 3在 ： r = e •处的导数为 
无穷，因此，它与 7 = 0 不相切，从而它无包线，奇点 ( r ,0) 为尖点， 
如3574题图 （3) 所示. 



3574题图（3> 

(4) 由 

j (: y - r ) 2 - i 2 ^^ = 0, 

-< a + x 

— 2 {y — c ) = 0. 

消去 f ，有^ ' ( Cl — x) = 0,即判別曲线为直线 a * = 0和 X = a . 
显然 *r = 0为原曲线族奇点的轨迹，且是二重点的轨迹，事 

实上 
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_ S . 几何上的应用 I 第六章多变量函数的微分运算 

A = = 2jB = /^(O^r) = 0, 

C =广办 (0 ， c) = — 2, AC — B 2 =— 4 < 0. 

于是 x = 0不是包线，但在 I = u 处 fAa . y ) 7^ 0 (a 7 ^ 0) ， 因此 
』• = a 不是原曲线族奇点的轨迹，同时它又不是原曲线族的某一 
支，因此， u 是原曲线族的包线，如3574题图 (4) 所示. 



3574题图（4> 

【3575】确定半径为 r ， 其中心位于圆周= Rcost.y = 
Ksin/,c = 0( t 为参数，尺〉 r ) 上的球族包络线. 

解由 

j ( X - R co s /) 2 + ( V - R s i n /) 2 + Z 2 = r 2 , ① 

I 2 Wsin/(X — Rcost ) — 2 Rcost(Y — Rsxni ) =0， ② 

把②式化简有 

Xsin / — Vcos / = 0^ 


于是 


tan/ 


fees, =±—4= 
z yx 2 +r 


sin/ 


土 


y 


v/X 

把③式代入①式有 
( X 2 -f y 2 )^! 


y 2 




V+z 2 


9 

r . 


③ 


当取“+”号时，由于斤> —•故它不代表任何点的轨迹，当取 
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•‘一” 号时，由于原曲面族无奇点，且 （ v / X 2 + F — R ) 2 + Z 2 = r 2 不 
是原曲面族的某一个，因此，它是原曲面族的包面（圆环 )• 

【3576】求 球族： 

(x —/ cosa ) 2 + (y — tcos ( i )- + (2 —/ cosy ) 1 = 1 的包络面，其中： 
cos 1 ' a + C 0 vS 2 /34 - cos " y = 1，/ 为 参数. 

解 由 

j (j: — tcosa) 2 f (_y— /cosy?)* -f- ( ^― /cosy) 2 — 1=0, 

1 一 2cosa(*r 一 /cosa) — 2cos/3(>*— /cos/3) — 2cosy( z — rcosy) = 0. 

据②式有 

t = xcosa + j^cos/? + : rcosy •③ 
把③式代人①式有 

x 2 -\- y 2 + z 1 — (xcosa + ycosfi + zcosy) 2 = 1. ④ 

由于原曲面族的奇点均不在此方程所表示的曲面上，并且曲面 
④ 也不是原曲面族中的某一个.因此•曲面④为原曲面族的包面. 

[3577] 求体积 V 恒定的_面族赛+妄+餐=1的包 


络面 • 

解 


令 


F\:r ， y ， z ， a ， b ， c) 




于是包络面的方程由方程组 



= 1, 

6 2 十 c 2 


① 

cJk = 

_ 3V 

_ 4 丌， 


② 

心 

lx 1 , 1； 
、 3 + 珈 - 

:0, 

③ 

F\ = 

=-^-+Aac- 

: 0, 

④ 

F\ = 


0. 

⑤ 
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确定，由③，④•⑤可解得 



^ _ kibe 


把⑥式代人①式有 

- t 2 y 之 2 1 

^ = b ^ = 7 =fI= r 

于是 a = -/S \ x \ ,b = y /3 \ y \ 
把⑦式代人②式有 


⑥ 


73 | z I . 


⑦ 


Jryz | = 


4tt/3* 


⑧ 


由于原曲面族无奇点，且曲面⑧也不是原曲面族中的某一 
个，于是知曲面⑧为原曲面族的包络面. 

【3578】求半径为…其中心位于圆锥面的球族 
的包络面. 

解设球心为 (〃，/)， r ) ，则球面的方程为 
(x — a) ? + (y — b)- + (z — c ) 2 =/ 0 2 ， 

其中 V + 炉= 〆 •引入辅助函数 
F(x 9 y^z^aJ? 9 c) ♦ 

= (x —a ) 2 + ^) 2 + (z — c ) 2 +X(a ? + b 2 — c 2 ), 

则包面方程由方程组 


x — a) 1 + (.y 一 6) ’ + (z — c)- 
a 2 +b 2 =c\ 

F\ =— 2(x — a) + 2ki = 0, 
F f h =-2( ： y-/ ，） +2A6 = 0, 
F\ =-2(z-c)-2\c = 0. 


① 

② 

③ 

④ 

⑤ 


确定，由③，④，⑤有 


引人记号 



2 -- 
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则有 


a 


fjx J) = /iy，c 




2" 


把⑥式代入①，②两式，得 


• r 2 +y + 


+y 




(2厂1)2 ( p — 1 ) 2 . 


? 


( 2 " — 1 ) 


0 . 


⑦+⑧有 


2Cr 2 +y) 


£ 


(户 _ 1 ) 2 ’ 


即 


J2p = y/x 2 + y 2 丨 2" — 2 I 


由⑧有 


⑥ 


⑦ 

⑧ 


⑨ 


2/i-l = 士一 7 = ■ ， ⑩ 

把⑩代人⑨有 

42 p = | y / x 2 y 2 ± z I • ⑪ 

由于原曲面族无奇点•且曲面⑪也不是原曲面族的某一个. 
因此，曲面⑪为原曲面族的包面. 

【3579】 发光点位于坐标原点，若 W +M +4 >把，确定由球 
(x — xoV + (y — yo ) + ( z — z 0 ) 2 ^ R ♦ 

投影生成的阴影锥体. 

解所求的阴影圆锥的表面，可看作是一个过原点的平面族 
的包面，此平面族的方程为 
ax by + cz = 0 ， 

其中心满足约束条件 

J CiLT 0 + 6)0 + 戊 0 R* 

U 2 +/r+c 2 = 1. 

引进辅助函数 

FCx^y^z^a ， b ， c) 

= or l?y cz + A(oj'o +6yo + cz 0 ) 
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• 几何上的应用 I 第六章多变量函数的微分运算 


+ fiia 1 +6 2 十 r 2 )， 

则包面方程由方程组 


ax + by cz =0 ， 

① 

a 2 +6 2 +c 2 = 1, 

② 

oxq + lyyo + czq =土 i? ， 

③ 

F’ u = x + Axo + 2/ju = 0, 

④ 

F\ = y~ {- \yo + 2fJ) — 0, 

⑤ 

= z + Xz 0 + 2/jc = 0. 

⑥ 


确定.方程④，⑤，⑥要能解出 A #， 其中 a ， l)，c 必须满足关系式 

x x 0 a 

•y 6 = 0 ， ⑦ 


y yo b 
z Zq C 


记 



y yo 


Z Zo 


•r x 0 

厂 1 = 


， r 2 = 


，厂 3 = 



Z Zo 


: r So 


y yo 


则上述关系式可记为 

ar\ + br 2 +cr 3 

由①，③，⑧解得 


⑧ 


0 

y 


±R 


2：0 

0 

r 2 

r 3 

JT 

y 


•To 

yo 

Zo 

r\ 

T2 

rz 


土 R( 2 r 2 — yr 3 ) 
(r? +r?+rl) 


或 

2 _ R -( zr 2 — yr z )- 

U - ( rf + r ;+ H ) 2 , 

._ R : 2 — y ^\ )" 

C ( rf + ri + ri ) 2 . 

把⑨式代人②式有 


R -(xr 3 — zr x Y 
(n +n + n ) 2 


⑨ 
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(r? + H +r|) 2 

= R 2 [_(yr 3 — zr 2 ) 2 -b (ar 3 — zr x )- -f- (ar 2 — yr\ )~] 

= R-[(rj + rj + ri )( x 2 + y 2 + z 2 ) 

— (jti + yr 2 + zr 3 ) 2 ] 

= R 2 (rj + ri - j - r ^ Xx 2 + y 2 ~ hz 2 ) 9 

其中利用了 

JTi + yr 2 + zr 3 = 0. 

于是有 

rf + r ?+^ = R 2 U 2 - hy 2 + z 2 ). ⑩ 

由于原平面族无奇点，且曲面⑩不是平面族的某一个.因此， 
[ til 面⑩即为包面，所求的阴影 圆锥为 此锥面的内部，即满足不等 
式 rf + r | + r | ^ ( j: 2 + 3 ^+ 2 ^) 

的空间区域,同时要除去球前部的区域. 

【3580】若参数/>和(/受方程 〆 + g 2 = l 限制，求平面族的 
包络面 z — z 0 = p(x — x 0 ) +(/(y — yo )- 
解引进辅助函数 
F ( x ， y ， z ， p ， q ) 

=z — z 0 — p(x — xo) — g(y — yo^ +A (/ > 2 +g 2 )， 


则包络面方程由方程组 

之 一 a = p(x — x 0 ) -\-q(y — yo^ ① 

< P 2 + q 2 = 1， ② 

F f p =— (了一 jt 0 ) + 2\p =0 ， ③ 

F \ =— (y — yo ) +2 Ag = 0. ④ 

确定.③ X /> + ④ Xg 有 
2 A = z — z 0 . 

于是，由③，④有 


Z — Zo z — Zd 

把⑤式代入①式得 

(z — zo ) 2 = (:r — 了 0 ) 2 + (y — yo ) 2 


⑤ 
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由于原平面族无奇点•且易见上述曲面不是平面，故上述曲 
面即为包络面. . 


§6. 泰勒公式 


1. 泰勒公式 

若函数 / Czvv ) 在点(〜⑺的某个邻域内具有 n 十 1( 包括 n + 
1 阶）阶的一切连续偏导数•则在这个邻域内下式 成立： 

!y] f{a ' b) 

+ R„(j ： ,y). ① 

其中： 

R - Uty) = uTTT \[ u ~ a) ii + ^ y ~ b) 

X f[(a + d n (x — a) + d„(y — b)~] 


/(〜)=/(』+ 写古 [ Cr -“) J ； + ( r /，) 


(0<^<1). 

2. 泰勒级数 

若函数 / Cr ，： V ) 可无限次微分且 pm / U . ra ) = 0,则这个函 
数可写成幂级数 形式： ^ 


fix.y) = /(«，/;)+ 2 

② 

当 = 0 时，式①和②分别称为马克劳林公式和马克劳 
林级数. 

对大于两个以上变量的函数来说，类似的公式成立. 

3. 平面曲线的奇点 

在点 R (. n ，： v 。） 可微分两次的曲线 FU ，. v ) = 0若满足 
F(xo ， y 0 ) = O.F^(xo^yo') = O.F^ v (j* 0 ，> ) =0 ， 

及 A = ^( xo ^ yo ) = F ^( x 0 ^ o)^C = F ^.(: r ( ，，>) 
不全为零.这时，若： 

1. AC — B 2 >0,则为孤立 奇点； 
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2. AC — B 2 <0, 则从,为二重点(节）； 

3. AC - B 2 = 0,则为上升点或孤立点. 

在 A = B 0的情况下，可能有更复杂的奇点形式，在 

不属于光滑的 C 2) 类曲线中.奇点可能有更复杂的性 质：中 断点， 
角点等等. 

【3581】在点 A ( l ， 一 2) 的邻域内按照泰勒公式展开函数 




解 




4 ‘r — — 6， 


xy — y 2 — 6 x — 3 y -\- 5. 
:- ^ =— x — 2 y — 3, 




(Jll 




_i (tl=- 


所有三阶偏导函数皆为零.因此 ， k 2 ( u ) 
处 _ f< 1 一 n (U 


0. 在点 A ( l , -2) 


/(l, -2) 


fix 


^11 

打 2 - 

(111 

f V /.r_ 


-V—2 


fl y 


JLL = _ 

' /:」 2 


于是 = 5 + 2( a - l ) 2 -( x - l )(^ + 2)-(3； + 2) 2 . 

【3582】在点 A ( 1,1,1 > 的邻域内•按照泰勒公式展开函数 


fix ， y , z ) = + y + 2 3 一 


解 


弘=3， 

OX 

? -1 = 3e 2 - 3a 
ffz 

£ fy = ~ 2 

a 3 f — cVf 
办 3 — r?y 


3 x 2 - 3 yz 


，％ 


3 y 2 — 3. rz » 




r ?2：- 


62 , 


，|£ =_ 


3了， 



— 




— 3. 


^ r 7 y clz S clxclyclz • 

其余的三阶混合偏导数皆为零，所有的四阶偏导数皆为零.因此, 
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. 泰勒公式 


第六章•多变量函数的微分运算 


R 3 (x,y,z) = 0 ,在点 y\(l ， l ， l ) 处 


/(1，1,1) 




_ cV f _ a\f _ 

flxr)y 3y3z (lxr)z 

打 2 _ — 和 2 — 6 ’ 

ff =^=^/= 6 , 

cix dy dz 
^ f o ^ f 

^^~ Z = _ 3 , 瑞 — = 


a 7? ax 


于是 f(x.y.z) 


+丄 


/(】 山1) +冬針(广1)右 


(-V 


_ n ^ 

l) Ty 


+ (之- 1) 去] /( 1 ， 1 ， 1) 


3[(i-l) 2 + (‘ v _l) 2 + (xr-l) 2 

—( jc — l )( j » — 1) — ( j — 1)(2 — 1) 

—(y—l)(z —l)] + Cr-l) 3 + (3 ； -l) 3 


+ (:— l) 3 -3(i- l)(：y — 1)( 之一 1). 
【 3583 】当 .r = 1=— 1 变到 x\ = l - hny { 
求出所得函数 fU.y) = x 2 y + xy 2 -2xy 的增量 . 


—1 + 々时 


A ( l ， 一 1), P (1 


k). 


IL 

^ . 

(21 

a 

<n 

rlx 2 

(u 

^ y 2 


(2xy+y 2 -2y) 

A 


(x 2 + 2xy — 2x) =-3 


ly —2, 


= 2jt 
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=(2 i + 2： y -2) 

0 , = iy , = 0 ' 


r)xcly 



dx 2 <ly 


•\ 


炉 / 


A 


所有四阶偏导函数皆为零.因此 ，仏 ( x .. y ) = 0,于是由泰勒公式 


A / = /( P )-/ M ) = |： l (/ J ^ + ^)/( A ) 
= (h — 3 k ) ^ (~ h 2 - 2 hk + k 2 )+ hk ( h + k ). 


【3584】若 f ( x . y , z ) = A2 2 + By 2 +CV + 2 Thy 

+ 2 Krz + 2 Fyz ♦ 

试按照数值 A , 々和 / 的正整数¥展幵函数 /(』+> N：V + 々 d + /). 
解 ^ = 2( Ar + % + Er ), 

nx 


= 2D, 

()x djdy 

f ^ = 2(By + Dx + Fz)/^4 = = 2F, 

= 2( Cz-hKv + Fv )/^4 = = 2 E . 

r)z ‘ dz ciZffX 

所有三阶偏导函数皆为零.故= 0•于是由泰勒公式 
冇 f(r + h 9 y + k.z + l ) 

+ # + 

= J\x*y^ z) +2'_/K A< i- Dy + Ez ) k(By 4 - Dx Fz ) 
十 / ( CV + Er 十 Fv) ! 

mf 一 

+ IM 2 + Bk 2 + a 2 ^r2T)hk^ 2FU ^2VkQ 

=fU.y.z) + 2lh(y\i 4 - Dy + Ez) 

-b k(Dz ^ By Fz ) 

+ /(Er+ F^+Cc)] + /(/n^./). 



/Cr 、 v:) 十 2 
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【3585】写出函数 fU , y )=^ 在点 A ( 1，1 ) 邻域内直到二 
阶项(包括二阶项）的展开式. 


解 





rlx ，^ 
j4 = y(y—l)x^ : , 

g 一， 

0 = y(y-\)(y-2)x^\ 


f 1 + yr v 1 lrtr , 


x y \n 2 x 9 



d\f 

dx 2 rly 

沪 f 

dx 3 y 2 


) ln 3 « r ， 


(2j — lXr>— 2 +y(,y- lXr)— 2 l 訂， 

yj'^ ln 2 j- + 2.r v 1 lar. 


由泰勒公式在点 （1，1) 附近展开到二次项有 




l + (o*-l) + (*r-l)( ： y— 1> 

+ 尺 2 [1 +0(x-\)A+0(y- 1 )], 0 < 0 < 1 . 


K 中余项 


Rz ( x ^, y ) 


^{ y ( y - l )( y -2) x ^ dr 6 

+ 3[(2^— 1)j- v 2 + v(^— 

+ 3[3« 广 1 In 2 x + 2x^ lor]cLrd>* 2 + x y Wxdy' } 


x y (Idr + lrudy ) 


4- 3 ^ dr + hxrdy j • (_^^dr 2 + 寻 drdy ) 


+ ( 箩 U 


dr 2 


办)] 
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dr = x—l*d < y = jy — 1. 

【3586】按照马克劳林公式展开函数到四阶项（包括四阶 

项） ：/( i ，： y ) = V \- x 2 - y . 


解 (l+a-)T = 1 +士了 + 






々1十 — ^ 


.2 4- — r 3 

十 16 了， 


丁.是 /(了，>0 = V\—x 2 — y 2 = [1 + (― a* 2 — y )] + 


^ 1 


(/+/) —4(/+ y ) 2 . 


【3587】若 I i 丨和匕 v I 与1比较是很小的对以下表达 
式推导出精确到二阶项的近似 公式： 

(1) cg ^ r ；( 2 ) arc tani + r + -> ； . 

cos y 1 —x + 


(1 ) 

cow •(? 

o t ^ T\ — 

VI/ 

t V 4 / 

cos y 

clILlrlll j 

解 

(1) 飯 

=cosx 


co^y 



(1 — Y H - ) (1 + +sin\y + 


[ l ~i)( l+ b in2y ) 


^ [ 1 


誓 )« 2 


=1 — 4-( x 2 — V 2 ). 


(2) arctan 


l+‘r 


了 + J 


arctan 


i +y 


arctan 


1 +^ 
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f + ( r +^) _ i ( 


i+：y 


) 3 + 


々子 +*r(l—：y + ： y 2 ) ^ ^ x — j ： y. 

【3588】假定的绝对值很小，简化 下式： 

cos(^ + ;y + 2:) — co^rco^ycosz. 

解 cos (了 + jy + z ) _ cofuxos^ycosz 

H 1 一如 2 ) - ( 1_ { y ) - ( 1_ { z2 ) 


ZT 


々 l-j(x 2 -\-y 2 +z 2 )-(xy+yz 

/ i 1? 1 2 1 -> \ 

_(卜 7 工 — P 一 f ) 


=一 xy — yz - zjt. 

【3589】按照 A 的乘¥并精确到 V ，展开函数: 
FU . y ) = - rLf(x + h , y )+ f ( x 9 y + h ) 


+ f(x-h 9 y)+ f(x 9 y-h)^\-f(x,y). 


解 F ( x , y ) 




{[/(^* + h,y)— /(x,^)] + lfU 9 y + h ) — j\x,y)~] 
+ [/(J. _ / 2,30 —/(a-^)] + [/'(a*^ —A) —/(j'f^)]} 

+ [-嗜 + 音令音令 ㈣ 
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= h iiB 

【3590】设 /( P ) = fCx 9 y ), P i ( x i 9 y i )( i = 1,2,3 …)为内 
接于中心在点 P ( x 9 y ) 半径为 P 的圆周内的正三角形顶点，而且 
• r , =1 + ^ 0 ，％ =>按照 p 的正整数幂并精确到 〆 展开 函数： 

F ( P ) = y [/( Pi )+/( P 2)+/( P 3 )]. 


+ fy) + ^(0 + fy)- 



3590 题图 

如3590题图所示，△尸 ，尸 2 P 3 的三顶点分别为 P ^ x + p . y ), 

& (J 一 "I■，: y + 孕 0 ) ，巧 (:r — 号 ’ ：y — f 户 ) ，于是 

F(p) =y[/(P.)+/(P 2 )+/(P3)] 

如 - 

8 3 y 2 

； 2 dr 2 p a y r 8 3 x 2 

8 3 y 2 4 dxciyj / 

=/( p )+00+0). 

【3591】按照 A 和々 的乘幂展开 函数： 
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解 


. 泰勒公式第六章多变量函数的微分运算 


△ JV /(*r ， _y) = fix + h^y-i- k) — fix + h 9 y) 

—f(x,y + k) + f(x,y). 


卜 ，州 if + 嗜 


, ri n k^ n 3 n f 




-[/(:，30 + 益誃 ]+/&，>0 


y h n， k ^ in 3 'f 

爪！ （ rn )! 


hk 


[£fy 


y … k m\ f yi f 


【3592】按照 ^ 的乘幂展幵 函数: 


解 


I f 2 n 

F(p) = /(x 4-|OCO.sy, v + ps\rup ) d<p. 

F ( p )= rjy f(x ' y) 


n 


ss 


cos c：sin 


f 广 ，" T 




占 J cos w y sin’r’Y dp 

1 rn • 

2^ cos’Ysin" m (pd(p 

= 士 J cos m ^sin w 

1 •号 

+ ^ cos'" (it — <p) sin ,r_,71 (i ： — <p)dcp 
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+ cos m (tc + ^p) sin’ f w (n~\~ (p)dcp 


+ tt* cos OT (27r — (p) 

L-KJ 0 T 


( 2tc — (p)dcp 


点 [i + (-ir 


+ (-ir + (- i ) 


/r—#/i 


cos" • 妒 sin rr … (pd(p ， 
• o 


当 m ， 〃中至少有一个为奇数时，上述积分为零，当皆为 
偶数时，由2290题结论有 




cos ‘ 




、却=^ 


2 > sin 2 ，， 2 >dp 


tt(2 川）！ （ 2，i 一 2"0! _ (2m)\(2?i-2m) 


re 2 ln 1 /?/!//!(;/ — /«) ! 2 2,, m \?i\(n — m) 


代入原式，且〃只能为偶数，适当改变指标的编号有 


= f (- r , y ) + 2 S 


㈤!(2”-2 川 ) 

r? 2 Y(x,y) (2m)\(2Ti-2m)\ 



l iu m — m)\ 


/( u)§ 士 (i) 


y ;?! 0 ：n f (x 

川 !（” — 川 ）! ^x 2m fly 


m — 




iy) f( ^ y) 


把下列函数展开成马克劳林级数 (3593 〜 3600). 
【 3593 】 f(x 9 y) = ( 1 十 j) n ，（ l+ ： y)' 

解 fU,y) = (l+x) m (l-hy) a 


ffLV 卜 


m(m — 1) 


' //(//— 1 ) 2 ! 

1 十 町 ^-— y + 
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=1 + (?nr + ny) + (川一 1)^ 
+ 2 jrmxy + 72 ( 77 — \ )y 2 + •••)， 

其中 l«r 1<1 ， I^I<1. 

【3594】 f(x,y) = ln(l+x + ^). 


解 /(:，}) = ln(l + (j + j^)) = ^ - 


-1 )h 


(x + y) k 


co I: 

S(S 

1 m=0 


(— I ) — 1 
k 


m[(k — m)\ 






"i = 0 


ss 

#/i»0 »*o 


m\{k — m) ! ‘ 

〔一 + 1)! 
m \ n \ 


① 


• r^y •② 


当 m = 0,77 = 0 时，规定（一 1)! = 0，® 式成立，只要求 
I 了 + y I <1即可，但从①式到②式，必需要求①式绝对收敛 • 
这样才能各项重新排列，易知①式级数各项取绝对值后即函数 
- ln [ l-U | + | ^ |]的展开式•它的收敛性要求 U |+ | ^ | < 
1，也就是 J \ x , y ) 的展开式的收敛区域. 

【3595】 J'(j'-y) = e r sin^v. 


解 /(J. 、 y) 




2/r^l 


ir 


( 2 ；/ 




r" = " ff 


m \(2?2+\) \ 9 

I |<+OO f ! v !<+oo_ 


【3596】 /(.r'v) = e' cos v. 


解 /(〜) = ( 雜)(§(- 1 )古 






//f=0 it=0 


I *r i<+oo. I )，|<+ 
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【3597】 = sirush^. 


解 shy 


e v — e 


趨 K) 


§ (2::1)!， 1 y lO . 


r 2/^» v V 2 ^ 1 \ 

下是 fU ^ y) = (§ (_ir (2“1)!). (§ ( 2” + l”) 


SS (- i ) 


m=0n«0 


(2/w + l)!(2n+l )!， 

I -T |<C+co, I y |<+ 


【3598】 f(x 9 y) = cosxchj. 


解 chy 


于是 



( SC - D ^)( S ^) 


SSc-D 


2/ii.. 2n 


(2m)!(2”)!’ 

I or \<+oa 9 I -y |<+ 

【3599】 f(jr^y) = sin(j： 2 -r y 2 ). 


解 /(:、y) = y^(— 1) 


n^O 


( x 2 + y > 2 

( 2 //+ 1 ) 




n*-0 K^O 


”? J 畔端 . 


【3600】 = ln( 1 +«r)ln(l + y). 

解 /(d) = (§(-”- 


-1) 


f ) 


UKM ^ Ki . 

__1_1 TflTl 
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【3601】写出函数 

f ( x , y ) = (1 +. r )’ 2 - v d / 

Jo 

马克劳林级数展开式的前三项. 

解 ( l + x) ,2y 


r’ V D 1 +t 2 y \ n( l +x)+ ± (t 2 yln(l+J：)) 2 


^ 1 + t z y(^x — 




于是 


f ( x . y )^ — yx 2 ^) d /= 1+ 士: y(.r 


【3602】按照二项式 . r _ l 和: y ，+ l 的正整数幂把函数展 
开成幂级数. 

解 = e (广 1 > 十 < 广 |» = e 广 1 • 




SS 

oi=o fi-n 


( i - ir ( v + iv , 




【3603】写出函数 /(. ra ) 

级数展开式. 

解令 

j . = 1 + h , y = 1 +々， 


I J |<+oo, I 3» I <4- co. 

在点 M ( K 1) 邻域内的泰勒 


于是 


1 +/ » 
1+石 


( i + h)^(-irk 


n-0 


= \ rl\ + (x - l)~](y - l)\ 

n^O 

I ‘r |<+oo,0< ： y<2. 

【3604】设 2 •是由方程 2： :i —2 x 2 +y = 0 定义的 or 和>，的隐 
函数，在 *r = 1和>;=1时取2 = 1. 

按照二项式 ^一1 和: y — l 的升幂写出函数2的展开式的前 
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几项. 

解对原方程求微分有 

3 z 2 dz — 2 xdz — 2 zcLr + dy = 0， ① 

对①式求微分有 

(3 z 2 — 2 a *) d 2 ： s : 十 6zd2： 2 — Adxdz = 0. ② 

以= 1= 1 ，z = 1代入①，②两式有 

dz = 2cLr — d^f 

z = ( 4cL2 — 6dz ) d2 ： 


于是，在 


=(4cLr — 12dr + 6d^) • (2cLz — dy) 

—— 16dr 2 + 20dzd^ — 6dy. 

l，*y = 1 处 


r)z 

r)：r 


r)z 

5 


1， 


^ x 1 


16, 


盘 = 10,0 




从而有 




— 10(，一 l)(j — l ) + 3( y - l ) 2 ] + .”. 

研究以下曲线的奇点类型•并大致作出这些曲线 （3 fi 05 


3611). 


【 3605】 y = ,u* 2 4-.r\ 


解由 


FLiny) = cLi 1 + x" — y 1 =0 ， 

• F\(a.y) = 2 clv + 'Sx^ = 0 • 

f 、 ’ v (j. 、 v) =— 2y = 0. 

有 i = 0， j = 0,故点 (0,0) 为奇点.乂由 

A = F^(0,0) = 2a v (0,0) = 0. 

费 

C= f^ (0,0) =—2，AC —B 2 =- 4a. 

于是当 a > 0 时，点 (0,0) 为二重点，当 a <0 时，点(0,0)为孤立 





_• 泰勒公式 I 第六章多变量函数的微分运算 

点，当 “ = 0时•原方程为 y = x 3 , 由 3574(2) 知点(0,0)为尖点. 
如3605题图所示，点 A , 为(一 a ，0). 



3605 题图 

【 3606 】分 +y— 3 巧 = 0. 

解 由 

F(s^y) = X s + y 3 — 3xy = 0, 

< F'Ax.y) =3x 2 -3y = 0, 

F'yCx.y) = 3y 2 -3x = 0. 

有 i = 0，y = 0, 于是点 (0,0) 为奇点，又 

A = (0,0) = 0，B = (0,0) =—3, 

C =〆’、，• (O.O) = 0, 

且 AC - B 1 = 一 9<0 ， 

故点 (0,0) 为二重点，图如 370 题 (2) 所示 • 

【 3607 】 x 2 +y =^+y. 

解 由 

F(.r, v) = j 2 + )〆 一 *r 4 — y =0 ， 

< F\(x,y) = 2x — 4x 3 = 0, 

F’'(j ， jy) = 2y — 4y 3 = 0. 

^ x = 0 ,y = 0 • 于是点 (0,0) 为奇点•又 

A = f' r (0,0) = 2Ji = FV0,0) = 0 ， 
C= FVo,0) = 2, 

AC - B 2 = 4 > 0. 


II 
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故点(0,0)为孤立点，图如1542题所示. 

【3608】 ， 2 + y =， 

解由 

F ( x , y ) = x 2 +y — ? = 0， 

< F^Cx^y) = 2x — 6= 0 f 
F'yCx.y) = 4y s = 0. 

有 : r = 0 ，j = 0,于是点 (0,0) 为奇点，又 

A = 广二(0,0) = 2 ，B = 1’。(0,0) = 0, 

C = (0,0) = 0， 
a AC - B 2 = 0. 

于是点 (0,0) 为上升点或孤立点，该题中，点 (0,0) 为孤立点.事实 
上，把原方程改写为 y = / — /，对(0,0)点的很小的邻域内的 
点 （ 丨 1 丨 < 1 ， I ^ i < 1) ，左端 y > 0,右端/ — X 2 = ^(. r 1 — 1) 
<0•除点 (0,0) 外没有适合方程的点，于是点(0,0)为孤立点，如 
3608题图所示. 



3608 题图 

【 3609 】 Cr 2 + r ) 2 =〆 （ :r 2 — / )• 

解 由 

F(x^y) = (x 2 +y):’ — a (x 2 — y) = 0, 
< = 4rCr 2 十 /) 一 2a 2 i = 0, 

FUa'.y) = iy(x 2 -\-y 2 )^-2a 2 y = 0. 
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有了 = 0" = 0,于是点 (0.0) 为奇点，乂 

A —广二(0,0) =— 2 a 1 (0,0) = 0， 

C = ^yy (0,0) = 2“ 2 ， 

且 AC — B 2 =一 4 u l < 0, （“尹 0). 

故点 (0.0) 为二重点，图象如3367题所示. 

【 3610 】 (y-x 2 ) 2 =x s . 

解 由 

F(x,y) = (y — x 2 ) 2 = 0, 

^ F\ r (x 9 y) =— Ax(y — x 2 ) — 5s A = 0» 
iF^Cx.y) = 2(y-x 2 ) =0. 

有 i = O^v = 0,于是点 (0,0) 为奇点，又 

A = (0,0) = 0，B =(0,0) = 0, 

C = 广’办(0,0) = 2, 

a AC - B 2 = 0. 

于是对点 (0,0) 还需讨论一下，由原方程有 

：y = , 

右边只允许 tX )， 当 0< r < 1时，皆有 y >0, 且 

lim _ = 0. 

卜 0 - dr 

于是点(0,0)为尖点，如3610题图所示. 



3610 题图 

【 3611 】 (a J rx)y 2 = (a — x)x 2 . 

— 285 — 



吉米多维奇数学分析习题全解 (五） 

解由 

F(j ： ,y) = Ca -\-x)y 2 — ( a — x)x 2 =0, ① 

< F\U,y) = /— 2 虹 + 3 虹 2 =0 ， ② 

F f y ( x 9 y ) = 2 (a + Jr)y = 0. ③ 

于 是据③ 式有 *r =_ a 或 y = 0,把 y = 0 代人 ① ，②有= 0, 
把 =— a 代入①式，有 (a _* r ) j * 2 = 0,若 a # 0,则得出矛盾的 
结果，若 a = 0,则有 x = 0 ,jy = 0,于是点(0,0)为奇点.又因 
A = ^^( O ，。）=— 2 a , 

B ― (0,0) = 0, 

C = 广〜 〆。,。） = 2a ， 

且 AC - B 2 =- 4 a 2 . 

于是，当“关 0 时，点 (0,0) 为二重点，当 Ci = 0时，方程为= 
一 /，从而曲线为1 = 0,点(0,0)为上升点.如3611题阁所示•图 
中点 A 为(心 0). 



3611 题图 

【 3612 】 研究参数 的数值(“ 与曲线/ = 

(x — a)(x — b)(x — c ) 的形状间的关系 • 

解由 

r F(x^y) = y 2 --(x — a)(x —b)(x —c) = 0* ① 

s F*j (j^y) =— (.r 一 u)(j ■ — 6) 一 （.r 一 u)(«r 一 t ) 一 （《r — /，）（.r 一 （）= 0. (2) 

= 2y = 0 . ③ 

于是由 ③有: y = 0,代人 ① ，联立 ①，② 求解. 







• 泰勒公式 I 第六章多变量函数的微分运算 

当 时，①，②无解.因此无奇点，此时曲线如3612题 

图 （1) 所示 

当“ =/，< r 时，显然①，②有解1 = = 0•由于 

A = («,0) =— 2 (a — c ) , 

B = F %( u ，0) = 0, 

C = ^ yyia . O ) = 2. 

El AC — B 2 =— 4 (a — c ) 〉0, 

于是点 A ,( a ，0) 为孤立点，如 3612 题图 (2) 所示 • 




( 2 ) 




3612 题图 

当 “ < 6 = ( •时，由 ①，② ^x = b,y = 0,又由 
A —〆 ： (/ ，， () ） =—2 (( —“）， 

B = ( /， ， 0 ) = 0 • 

= I^yy (/，•()）= 2 ， 

且 AC - B 2 =- i ( c - a ) <0. 

故点 A 2 (6,0) 为二重点，如 3612 题图 (3) 所示 • 

a = 6 = r 时•有解 i = “ ，)， = 0 ， 由于 AC — B~ = 0 ， 此时 
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原方程为:V 2 = (了一 a) 3 , 由3574题 (2) 知，点 A(a，0) 为尖点，如 
3612题图 （4) 所不. 

研究超越曲线的奇点 （3613 〜 3620). 

【3613】 y = i— 〆• 

解 由 

F(j. ,y) = / -1 + e， 2 = 0 ， 

F'Ax.y) =-2xe~" 2 = 0, 

F'yix.y) = 2y = 0. 

有 j: = 0, y = 0. 

于是点 (0,0) 为奇点，又 

A = (0,0) =—2，B = 广 ’ 乃 .(0,0) = 0 ， 

c= 4(0,0) = 2， 

且 AC — B 2 =— 4 < 0. 

故点 (0,0) 为二重点. 

【3614】 y = i-〆. 

解由 

F(x,y) = y - 1 + e， 3 = 0， 

\ F\x,y) =—3:r 2 e ,J = 0 ， 

\F f y (x 9 y) = 2y = 0. 

有 ^ = 0,^ = 0. 

故点 (0,0) 为奇点，又 

A = (0,0) = 0t 

B = 广二.( 0 , 0 ) = 0 ， 

C= f^(0,0) = 2. 

且 AC-B 2 = 0. 

于是对点 (0,0) 还需再讨论，而原式可解为 
x =— V^lnd — y 2 ) 〉 0 ， 

在(0,0)附近，第一及第四象限各有原曲线的一支，因此，点(0,0) 
为尖点. 




. 泰勒公式 


第六章多变量函数的微分运算 


【 3615】 jy = ilnx. 

解令 

F ( j ：, y ) = xlrir — yjF ^ Cx . y ) = 1 + lrir ， 
I^yCxjy) =— 1 尹 0. 

故无奇点，如3615题图所示. 
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于是点(0,0)为角点，如3616题图所示. 



3616 题图 

【 3617 】 尸她 n ( 土 ) . 

解 ：r = 々7 t ，々 = 0, ± 1 ， 士 2 , …， 

为不连续点，由于 

lim y — (— 1 , lim y — (— 1 ) h ] 

于是点』•= 々7 T 为函数的第一类不连续点. 


【 3618】 y = sin 互 . 

%? 



知在 （去， i ^ i ),々 =±1 ， 士 2 ,…， 

内无定义.在边界点 

• r = 忐及 

函数图象有上下两支.设 

F(x,jy) = y — sin —, 

则在边界点，由于关0, 〆 ,.关0,于是也无奇点 • 

在 (0,0) 点的任何邻域内，有无穷多个曲线的封闭分支•这些 
分支没有一个过(0,0)点.它不属于任何一种类型. 

【 3619】）， 2 = si nr 2 . 
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F ( xjy ) = y — siar 2 = 0， 

解 由」 F ’, Cr ，： y ) =—2 icoar 2 = 0， 

F\(x 9 y) = 2y = 0. 

有 x = 0,y = 0. 

于是点 (0,0) 为奇点，又 

A = f ^(0,0) =-2,B = f ^(0,0) = 0， 

C = f ^.(0,0) = 2, 

且 AC - B 2 =-\< 0. 

故点 (0,0) 为二重点. 

【3620】 / = sin 3 x . 

解易知函数: y 的周期为 2 tt , 在 (2 h ，（2 々十 1) tt ) 内函数有 
定义，而在 （（26 — l )7 r ,2々7 r )(々 = 0, 士，…）内无定义.由 

F(x 9 y) = y 2 — siar 3 = 0, 

' F ^ ix . y ) =— 3 sin 2 xcos-r = 0, 

F\(x,y) = 2y = 0. 

有 x = 0,3； = 0,于是点 (0,0) 为奇点 • 

在点 (0.0) 的左侧(指充分小的范序 1,以下相同）无曲线的点， 
而在右侧的第一、第四象限分别有曲线的两支，因此，点(0,0)为 
尖点，如3620题图所示. 

由周期性知，点(&，0)(/ ? =±1,士2,〜）也为尖点，只是当/ ? 
是偶数时•右侧才有曲线的两枝•当々为奇数时，左侧才有曲线的 
两枝. 



3620 题图 
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§7. 多变量函数的极值 


1. 极值的定义 

设函数 f ( P )= /(X, ，…，礼)在点 Po 的邻域内有定义，如果 
^ o < P ( p 09 p ) 时， /( n ) >/( p )， 或者 /( p 0 )</( p ), 则 
称函数 /( P ) 在点 h 处有极值(相应地为极大值或极小值). 

" 2. 极值的必要条件 

可微函数/(尸）只在稳定点 A ， 即在 J /( h ) =0处可能达 
到极值，所以，函数 /( P ) 的极值点满足方程组 
f' (xi ， … ， : r„) =0 (z. = 1，•••，/?)• 

3. 极值的充分条件 

当;£ | dr , |#0时，函数 /( P ) 在点 P 0 处 具有： 

(1) 极大值，若 

d /( P 0 ) =0 9 d 2 /( P 0 )<0. 

(2) 极小值，若 

d /( Pu ) =0 9 d 2 /( P o )>0. 

研究二次微分 d 2 /( P 。） 的符号可以用相应的二次形简化成 
典式的方法来进行. 

特別是对于有两个自变童和: V 的函数 / Cro ) 在稳定点 
( x 0 , y ,)( df ( x 0 , yo ) =0)，在0 =八(：一6 2 关0条件下[这里焱= 
/’ xr ( Iu ，： yo)，B = f . ry ( Xo ^ yo)^C = /^ ( I 。，> )] 具有： 

① 极小值，若 D > 0, A > 0(0 0)； 

② 极大值，若 D >0, A <0( C <0) ; 

③ 没有极值，若 D <0. 

4. 条件极值 

当存在关系式 < p ,( P ) = 0(/ = 1 . <； n) 时，求函数 

/( Po ) = /(〜 …… xj 的极值问题可简化为求解拉格朗日函数 
的普通 极值： 
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up) = /( P ) + 2 ^ (P) - 

i=i 

其中;1，…， m ) 为常数因子 • 

在最简单的情况下，可根据研究函数 L ( P ) 在稳定点上的 
二次微分符号并且在变量心!，……受以下关系式 
限制的条 件下： 




1，•••，/")• 


来解决条件极值的存在和性质问题. 

5 . 绝对极值 

在有界闭域内可微分的函数 /( P ) 在这个域内或在稳定点上 
或在域的边界点上达到自己的最大值和最小值. 

研究以下多变 量函数 的极值 (3621 〜 3649). 

【 3621 】 z = x 2 + (.y-\) 2 . 

= 2 x = 0, 

解由 、‘ r 

r y = 2 ( y- l) = 0 - 

有驻点 Po (0， l ), 显然 z (0, l ) =0,当 Cr ,： y )^(0, l ) 时, 2 〉0,于 
是函数 z 在点取得极小值 z ( P 0 )= 0 .. 


2x 


2(y- 1 ) 


【 3622 】 


x 2 — (.y— 1 ) 2 


解 


c)jc 

clz 


[石一 

有驻点 Pc (0， l ) •由 


2x 


-2 (y 


(0,1) = 2,B 


^,(0,1) =一2, 


2 ^( 0 , 1 ) 


又 AC - B 2 
于是极值不存在. 


4 CO. 


【 3623 】 2 ： = (x — y-\- 1 )'. 
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解 


由 


f dz 
Toe 

d y 


= 2( x - y + l ) = 0 , 
=-2( x - y +\) = 0 , 


有驻点分布在直线: r 一 : y + 1 = 0 上，在此直线上的点皆有 2 = 0 , 
mz ^ O 恒成立.因此函数2在直线* r — y + 1 = 0上各点取极小 
值 z = 0 . 


【3624 】 z = x 2 — xy y 2 — 2 x + y . 


解 


由、 


ciz 

elz 


= 2 x — y -2 = 0, 
=-x + 2^+l = 0. 


有驻点 n ( i ， o )， 又 


A = Zjj (1, 0 ) = 2 ，B = z f jy ( 1 %0) =— 1 ， 
C = Zyy { \ , 0 ) =2， 


且 AC - B 2 = 3>0. 

于是函数 z 在点 P 。 的得极小值 


z ( P 0 ) =- l . 

【3625 】 2 = x 2 y (6 — x — y ). 


解 


由 


()z 

Ihc 

c)z 

r y 


=jy(12-3*r —2 ： v) = 0, 
= x 2 y 2 (\8 — 3 j ： — \ y ) = 0. 


有驻点 n (2,3)， 且直线 X = 0,直线 : y = 0 上的点皆为驻点. 

易知在 P 。 点 ， A =- 162 ，B =— 108 , C =- 144 ,AC - B 2 > 
0,于是函数在点 P 。 取得极大值 z ( Po ) = 108. 

在直线 t = 0 和 ：y = 0 上的各点皆有 z = 0. 

1 ° y = 0 的情形 

在直线上 * r #0及 jt # 6 处， x 2 ( 6—1 — 7 ) # 0 ,在确定点的 
足够小的邻域内也不变号，但 y 可正可负，因此函数=变号，即在 
上述情况下没有极值，当 I = 0 和 1 = 6 类似地可判断也无极值. 
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第六章多变量函数的微分运算 


2° 1 = 0的情形 

在直线上 y = 0及3； = 6的情况与1°相同，无极值，但当0 < 
y <6时 ， y (6—. r—jO >0,且在所讨论点的足够小的邻域内保 
持正号，因此，在足够小的邻域内 ， Z = x 3 y (6 —x — 也成 
立，但邻域内任意近处总有2 = 0的点•于是•对于 i = 0,0<. y < 
6的点函数 z 取得极小值 z =0, 同理，对于直线 *r = 0 上，^<0及 
J > 6的各点处，函数 z 取得极大值 z = 0. 

【 3626 】2 = .r 3 +y-3^. 

解由 


(lz 

Tx 

I dz 


3 x 2 - 3 y 


3 y - 3 s 


有驻点 /^(( KOhPJKl ). 

易知在点 P。 处有 A = OnB =一3，(’ = 0 及 A(’一B」=—9< 
0 ，于是尤极值，而在点 A 处有 A = 6 • B =— 3 • C = 6 及 A(: — Z3 2 
= 27 > 0, 于是函数在该点取到极小值 ziP ,) =_ 1. 

【 3627 】 ^ = .r 4 +^*-x 2 -2^-y. 


= 4. r J — 2 j — 2)，= 0 ， 

孕 = \ y z - 2 x - 2 y = 0 . 

有驻点 h (0,0), 尸 |(1，1)， P 2 (— 1,1) •在点 h 点附近，当 . r = 3 ； 
且足够小时，有 2 = — \ x ~ <0 •当 *r =_：y 时， 2 = 1 〉0 •因 
此在 h 点无极值，易知，在点 A 和 込处， 皆有 A = \ 0 ,B = 


-2 ,C = 10,及 AC — 仔=96>0•于是函数 2 在点厂和尸 2 处的 
极小值 z =— 2. 

【 3627. II ^ = 2x* +y -x 2 -2y. 

解由 
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= 12x 3 -2x = 0, 
ox 

< 

^ = Ay 3 — Ay = 0 . 

有驻点 （0,0)，（0,1)，（0, 一 1), (f , 0 )，(f 



A = z ^ = 60.T 1 — 2, B = Zjy = 0, 
C = Zyy = 12 y -4. 


故 

有 



■ jr«0 

T 是在 (0,0) 处有极大值 z (0,0) = 0. 又 


A =— 2 ， 

x-^O 

>•1 

于是有 （AC — B 2 ) 

T^O 

y -1 

故在 (0，1) 处无极值.又 




A =— 2 9 C =8， 

户 0 

一 1 

故 （ AC - B 2 )| =-16<0. 

从而在 (0, 一 1) 处无极值.又 



于是在，0^— f ，0)处皆有极大值.又 
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， c w 


v -±1 


y * 士 1 


于是 


( AC - B 2 ) 



>=±1 


:-音 <0 


故在 (士 f ，士 1) 处无极值. 


r QCOQ1 -0 

【 3628 】 z = xy -\ - 1 - 

^ : y 

解由 

(rlz 50 n 

kz = : v _] = 0， 


( x >0,3；>0). 


Tj ： 

dz 

a y 


j ：-^ = o . 


有驻点 fV 5,2), 易知在该点有 A = |, B = 1，(:=5,故 A (; — 胪 
= 3> 0,从而函数 z 在该点取得极小值 z ( P 。） = 30. 


【 3629 】^ = ^ 




(u >0,6>0). 


解考察函数 




敁然^的极值均为 w 的极值，且 w 在点 Cr ， y > 取得的极值不为零 
时^也在点取得极值，〃在点 Cr ，： y ) 取得的极值为零时，情 
况较复杂，由 


(clu 

Du 

fl y 


2xy 2 ( 1 -孑 
' a 








2 x ^(1-^-^)-|. V =0. 




b_ 

73 


h (—舍，会)，由于：在点 P n 附近变号-所以 HP n ) 不是极值，又 
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0 = 2 y ( i -^-^), 

£ r y = Aj:y { l ^-¥) 


d 2 U 

^7 


在 p,,p>,p.^p , 各点有 


A =一 —/r ,B =士 —o/;,C = - -a , 

Ac - B： = (H 一 Mk //>o - 

故函数〃取得正的极大值，于是，相应地函数 2 在点尸，•込取得极 


値 


z(P { ) = z(P 2 ) 


ah 

3/3 


而在点 h 及尸：取得极小值 


z(P,) = z(P ,)=— 


ah 



【3630 】 z 


or 


vV +： y 2 + l 


(“ 2 +6 2 十 c 2 关 0) 


解 令 i = rcos^j 


rsin^j 


z(xny) = ^(rcos^3,rsin^) 


从而 


<)z 

Tr 

f)(p 


acosy+ 6sine — 
(l + r)i 

— arsiny + fir cos 
(l + r 2 ) + 


arcos<p + /rsin( 

y^rr 

o . ① 

〕， ② 


于是 


先设 a 4 不同时为零，由②考虑到 r = 0 不是解，于是有 
asin^ = bcos<p ， 

_ 士 “ _• _ ±心 


cos<p 


.since = — _ - 


③ 


o 时无解，事实上由①有 
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acos<p + bsintp = 0, 

乂由③有 “ 6 = 0,这与不同时为零的假设矛盾. 

当 C # 0时 


^cos<p + 6siny 

C 


=士 


Va 2 +b 2 


为保证 r > 0,在 axy 及 su \( p 前取与 r 一致的符号，此时，有 

a b 

x ^ = —* 


c(\ + 3r) 


(1 + r 2 ) 音 


" 

9f 


cr 1 

(1+r 2 ) + 


ft 

， Z np 


= 0 , 


及 W ’ 许 —(2"，) 2 > 0. 

于是当 C *>0 时， /a <0,函数 2 在点 ) 取得极大值 2 = 
vV + // + c. 2 ，当 f < 0 时，厶 > 0, 函数在点 ( f ， + ) 取得极小值 


z =— Vo 2 +!r + c * 2 . 

卜‘设“ =/，= 0•由假设 a 1 + b 2 + r 2 y 0知 r # 0，此时解方 
程组①，②得 r = 0， p 任意，即 I = 0,3； = 0，因为 z = 

1=;=^=,故当 t * > 0时2在点(0,0)取极大值2 = r , 当 r < 

+ y + 1 

0时4在点(0,0)取极小值^ = c 

综上所述，若 r > 0,则： r 在点取极大值== 

ya 2 + b ^+ c 2 ； 若 r < 0,则2在点取极小值2 = 


-+ b 2 + 〆；若 r = 0( 由假设+6 2 关 0) ，则2无极值, 


[3631] 1- v4r 2 +y. 


解 


r)z 




3z 


V 


Vx 2 +y 2 ^y v^Ty 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


点(0,0)为偏导数无意义的点，当（: r ，. y ) 关 (0,0) 时，^< 1，故 
z (0,0) = 1为极大值. 

【 3632 】 2 ： = e 2 ^'(8 j- 2 — 6xy -r 3y 2 ). 

解由 

y r = 2e^(8x 2 - 6^ + 3/ +Sx-3y) = 0, 

_ = 3e^ 3 - v (8x 2 - 6xy + 3/ -2x + 2y) = 0. 

得驻点 PoCOfOtPj (- +，- + )• 

0 = 4e^ 3 ^(8.r - 6^ +3y 2 + \6x - 6y + A), 


jp = 9e 1, 3 * v — 6xy + 3y 2 - 4 j + 音)， 

- 6j：y + 3y 2 + 6:r - y - 1 )• 

在点 P 。 处 , A = 16,B=—6 ， C= 6 及 AC —B 2 = 60 >0 ,故函数 
之取得极小值 HP 。） =0 ，在点尸 1 处， A= 14e— 2 ,B=—9e— 2 ,c =： 

|e — 2 及 A (: — B 2 =— 60e_ 4 < 0, 故无 极值 . 

【 3633 】 z = e’- v (5 -2x4-^). 

解由 


莹= 2’心-2乂 切 - D =0, 


dz 


e J ^ y (2x — y — i) = 0. 


有驻点 Pu ( l ，一2)， 又 


fr ? 2 


z 


ax 2 

c]iz 一 

a y 2 一 

d 2 z 

3xdy 


2e" ~ni0x 2 - 4x 3 + 2x 2 ^- 6x + ^ + 5), 
e - 2 - v ( 3 _2 x + ^), 


(2jt 2 — j：y — 4 jt ~h 1). 
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- 多变量函数的极值丨第六章多变量函数的微分运算 

在点 Po 处 ， A =- 2e 3 ， B = 2e 3 ,C =— e 3 及 AC-B 2 =- 2e 6 <0, 
于是无极值. 

【3634 】 z = (5 «r + 7 ：y —25) e 〜 24 ^ v2> . 

解由 

y r = 5e 一 （ 5j+*7.y —25> • I2x + y)e = 0. 

< 

= 7e_ G : 一 ' 一 （ 5 了 +77—25) • U + 2y)e ij2 ^^ > = 0. 

① X 7 —② X 5, 消去因子 e _“ 2 ， 有 

3(5x-f 7^-25)(3x-^) = 0. 

以 5 i + 7 ：y — 25 = 0代人①、②，显然矛盾，故必有 5 I + 7 J — 25关 
0,从而3/ = 31，代入©有26/—251—1=0，解之有驻点尸 0 (1， 

3 )，Pi (-盖, - .)• 在点 P 。 处， 

A = Z^rrCPo) = [ 之〜 (.r ， 3 )]。 

■ r*l 

= {e - 。 2 制 》 [5 — （ 5 了 一 4 ) (2x + 3 ) ] }， r 

X= 1 

=[>-<’■>]’ • [5-(5x-4)(2x + 3)] 

• r**l 

+ [ e -<- 2 ] I • [5 —( 5 j- — 4 ) • (Zr + 3)；T 

I r=I r*l 

=-27e_ 13 . 

同理有 B = z^-CPo) =-36e l 3 ,C= ^.(Po) =-51e* 13 . 
于是 AC —B 2 = 81e— 26 〉 0. 

从而 函数 z 在点^ 取得极大值 

z(I\) = e ， 13 々 2.26 • 10 ' 

同理函数 2 在点 P , 取得极小值 

z(P ] ) =- 26e~i 25. 50. 

【 3635 】2 = I」+ j-v + v 2 — 4ln_r — 10ln 

解由 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 五 ) 




dz 


2x + y~ — 


3 z 


(x>0,y>0). 


•T + 2J- 


有驻点 Po(l ， 2 ), 在点 P 。 处 , A = 6 ， B=1，C = I,AC —B 2 


> 0, 于是函数 2 在点 P 。 取得极小值 


z(Po) = 7-10ln2^0. 0685. • 

【 3636 】 z = siar 4 cos y 4 cos (x — y). 

% 

(0<x<7r/2 ; 0«7r/2) 

解由 


r)z 


cosj: — sin( x — y) 


① 


f)z 

Ty 


sin^y + sin(i —)，） 


② 


① + ②， cosx = sin^y ， 因为 : r ，： y 均为锐角，于是有 


代入①得 


cosx — sin 


2x 


— 号 )= cosx + cos2x = 2 cos yCOS 


3^ 


但是 


cos 士 # 0 ， 


cos 


3 j 


从而得驻点凡 .f )， 由 


a 2 z 


sirtr — cos (: r — y) 


^7 


cos^y — cos( j — ^y) 



cos( ^ — 3 ；). 
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7. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


有在点 P ,， 处 A = =->/3, AC - B 2 = 寻 > 0,于 

L 4 

是函数 Z 在点 Po 取得极大值 
2( P 0 ) = y 73. 


【 3637 】 


2 = sirtr sin y sin (x y). 

(0 ^ .r ^ 7T；0 ^ ^ ^ 7r) 


解由 



=sinysin(2.r + j) = 0, 

=sia7\sin(a- 4 - 2y) = 0. 

可得下列四个方程组 


① 

② 


1 sirLr = 0 ， 

1 siru. = 0 ， 

1 sin^y == 0t 

- i sin(2.r +3，）= 0, 

1 sinjy = 0t 

s'\n(2x + y) = 0, 
|V 2 ( # 

1 sin(x + 2y) = 0, 

isin(j+2j») = 0. 


又0<了<7^0<5< 7 T ， 于是我们得到①和②的六个解 P ,(0, 
0),P 2 (0,7r) J^(7T.O),P l (7r,Tc),P：(|-，y )-P 6 (y*y). 


M 为所考虑的区域是闭正方形0<1<心0<5<7^于是点 
/、，^，/^，/、都是该区域的边界点旧此尸^/^/^广不是闲数 
z 达到的极值点，又由于 

z „ = 2sir\ycos(2‘r + )，）= sin2(a* + >0 ^ 
z >y = 2sin.rcos(x -h 2y). 

T 是在点 P ; 处冇 

AC - B-= (― 万 )(- 万 ） —(=^)" >0 ， 


且 A =-73 <0. 

故函数 = 在点 P 5 取得极大值 c ( h ) = f •在点^有 
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AC - B 2 = (73)(73)- >0, 


a A = v /3 > 0,故函数 2 在点尸 6 取得极小值 z ( Pe ) 


一 ^ 

~~ 8 ~ 


【 3638 】 


x — 2y + In Vx 2 + y : + 3arctan 


解 由 

3z _ , x _ 3y = 

Ox 丁 .r+ y s' + y 2 

< 

^ =- 2 + ― + … 一 3 丄 ■ 

有驻点 Po(l ， l) 

rl 2 z 一 -x 2 +6ary+y 2 

57— (: r 2 +y) 2 • 

= x 2 - 6 jy - y 

riy 2 ( ， 2 +y) 2 ’ 

r) 2 z _ — 3x 2 — 2j：y + 3v J 
Ih^Ty "" ' (x 2 +y 2 ) 2 • 

-T- W -Vr- hr n /.L -ir^ \ 3 n 1 _ 


于是在点 h 处有 A 


,«= —士 •(：=— 吾及 Ar — /3 : 


<0, 故无极值 . 

【 3639 】 z = xy\n (x 2 +y). 

解由 


dz 


) ， in(j* : + y ) + 


3z 

Ty 


x\n(x 2 + y) 


H ， 0 , 

9 I 2 w 9 

r +， 

① 

-I^A = 0. 

. 广十 v “ 

② 


把①式乘以 i 减去②式乘以 v.^f 

) = n 


于是 ， x = 0,：y = 0,i = .v，.r ='>• 为四组解 • 对应地得驻点 iVO 


1)，《 P 2 (0, - 1)， P 3 (1，0 )，Pi 1，0)， P 5 ( f 9 Pa (- 
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太) ， P7 ( 金 ~~ Vf ) A (—太，士) 


lnCr 2 + y ) + 


代入原式，有函数^在点 Pi ， 尺， h 和广皆无极值，由于 

d 2 z — 2xy (x 2 + 3y 2 ) (f 2 z _ 2xy ( 3x 2 - y 2 ) 

1 )? = (x 2 +y> 2 — (: r 2 +y) 2 ’ 

£l - = \nU 2 +y 2 ) + fj'^y\l 

于是在点 P 3， P « 处有焱= 2，/3 = 0,(：=2，八(：一衫 2 =4>0，故 
函数 z 在点 PpP , 取得极小值 

2 ( P 5 ) = 2 ( P 6 ) =-1^-0. 184. 

在点 P 7 处， A =— 2 ，B = 0 ，C =— 2 ,AC — B 1 = 4 〉0,于是 
函数 z 在点 P 7 ， P 8 取极大值 


z(Py) = 2 ：( P «) 


Ye 


^0. 184. 


【3640】 2 ： = *r + y + 4 siar sin y. 

解由 


dz 

Ih: 

3 z 


1 + 4 cosxsinjy 


1 + 4 siiLrcos^y 


① 


② 


于是由②一①有 
sin ( a — 

因而 X — y = n 
由②+①有 

sin(x + > , ) 


从而 


//m 


x + y = mn— (一 1)—. 


于是有驻点 PoCr 。，）， 其中 



吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


-To = (-l )^ 1 芑 + (W + ”） f ， 

: Vo = (-1 产 1 卷 + ， 


(ninn = 0, 土 1 ，士 2,…） • 

在点 Po 处有 

AC' — B 2 = (— Kruvsirwo) (— 4siru. 0 sin‘Vo) — (4cosjr [} cosy () ) :； 

= 16(siar 0 sin.v 0 — coslToCOsjV) ) • (sia2„sin^yo + cosjucos.yo) 
=—16cos(x 0 十 y^)cos(x 0 — yo) 



16cos miz— (— 1) ” 吾 

L O 


cos/m 


=—16( — l) w ， ”cosj. 

o 

当 //i ， 〃有相同的奇偶性时，〃 / + // 为偶数， AC — B 2 < 0 ， 于是 
无极值，当"/•，/冇+同的奇偶性时， W +// 为奇数有 
极值，由 A 的符号决定取极大值还是极小值，由于 

A =— 4siru*„sinvo = 2 厂 cos(x 0 + Jo ) — cos(.r„ — ^ 0 )] 

= 2:(-l) w cos~|-(-l)"i. 

于是当 m 为奇数，〃为偶数时 3 <0,取极大值，当 〃/ 为偶数 w 为 
奇数时， A 〉 0, 取得极小值•极值为 


zUo.yo) =/WTr+(-|+^j(-l )^ 1 + 2 • (- ir. 

【3641 】 z = ( P + y ) 〆 ”' 

解由 



得驻点 /^(0,0) ，尸 ( 了。， >). 其中 .1^+ < >^ = 1. 

在 Pu 点处有2 = 0•而当# (0,0) 时，2> 0•故函数 s 


在点取得极小值 2 = 0. 
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• 多变量函数的极值 第六章多变量函数的微分运算 


由1437题有在满足= 1的点 Cr。，％) 的邻域内，不论 
是 P+y >1还是 t 2 +/<1 皆有 

z(x 9 y) = (x 2 +y z )e~ u2+y2) < e' 

但是点 (A，>) 的邻域内总有 /+/ = 1 的点 (x，30, 因此，函数 
Z 在点(1 0 ,3^0)取得极大值2： = e 1 . 

【 3642 】 u = x 2 -\-y 2 +z 2 -\-2x-\-4y-6z. 

解 du = 2(:r + l)dr + 2(jy + 2)djy + 2(z — 3)di 

A. ^ W o / i n \ ^ W c% / I o \ r\ 


r)u 

T x 

(]u 

Jz 


2Cr+l) 


2(z-3) 




2(y + 2) 


得驻点 Pa (—1， 一 2,3), 在 P Q # 

d 2 w = 2( dr 2 + djy 2 + ) 〉 0 ，当 dr 2 + dy + de 2 # 0 时. 

因此，函数 W 在点 P 。 处取得极小值 u ( Po ) =-14. 

【 3643 】 w = x 3 +y + 2 * 2 + I2jcy + 2z. 

解 du = ( 3 x 2 + 12>)心 + (2 j + 12. r)djy + (2 z + 2) dr . 


du 

Tx 

r>U 

石 

c)u 

T z 


3 j' 2 + 1 2y 


2y^\2x 


2^ + 2 


有驻点 Po(0,0, 一 1) ， /V24, 一 144, 一 1). 

乂 d~ u = GicLr 2 十 2dy 2 + 2dz 2 + 24drdy* 

在尸 o 点处，有 

d 2 u = 2dy 2 +2dz 2 +24cLrd^ = 2dz 2 +2( 卜 ((^+ 12cLr). 
当 ck = 0 ，办〉 0 ，办 + 12dr < 0 时， d 2 “ < 0 ,而当 dr^dy, 
dz 皆大于零时 .d 2 W > 0, 因此， d 、 的符号不定，从而无极值 . 

在 Pi 点处， 

d 2 u = 144cLr 2 + 2dy 2 + 2dz 2 + 24drd^ 

= (12dr + dy) 2 +dy+2dz 2 
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题全解(五) 


>0 当 cb- 2 + dy + dz 2 參 0 时 
故函数 w 在点 P, 取得极小值 〆 P,) =-6913. 


【3644 】 w 


= i + f + 芏+兰 

y z 


0>0，： y >0,2：>0). 


解 




(古 


W+(v 


)dz. 


du 

(iu 

r y 

Du 

Tz 


=1 


4^ 


tr~ 


2z 


? 


有驻点 p 。 ( 士， i ， i )， 又 


d：?w = 2& dr2_ ^ drd * y+ (忐 + 争 ) 办 2 


Az 


d ： yck+(4+$)ck 2 、 


在 P 。 点处有 


d : u = 4 dr ’ 一 4cLrd;y + 3dy 2 — Adydz + 6 dz 2 
=(2dr- dy) 2 +dy 2 + (dy- 2dz) 2 + 2dz 3 
〉 0 当 cLr 2 + dy + dz 2 # 0 时， 

于是函数 m 在点 尸 0 处取得极小值 «(Po) =4. 

【3645】 m = .rjrWcz — j ： —— 32：) (a > 0). 
解 du = y 2 z 3 (a — 2x — 2y — 3z)cLr 

+ 2xyz ' (a — x — 3^ 一 3z)dy 


f 山 / 

T x 

f)u 

(iu 

Tz 


+ € ix'y * z l (u — a — 2y — Az)dz. 
=y 2 z 3 (u-2x — 2y — 3z) = 0. 


(a — x — 3y — 3z) 


3xy 2 z 2 (a — x — 2y — 4z) 




. 多变量函数的极值 


第六章多变量函数的微分运算 


在驻点 P 。 (y ， y ，号），直线 x = 0,2y + 3z = a ，平面 y = 0 ,平面 

2 ： = 0 和 3625 题方法类似 • 易知，直线 *r = 0.2y + 3z = u 及平面 
z = 0 h 的点不取得极值 ，： y = 0 时，当 : rr'(“ 一 o* —3z) > 0 取得 
极小值 w = 0, 当 (a—x —32) <0 取得极大值 w = 0 ,当 
-x-3z) =0 不取得极值 . 在点 Po 处有 

d 2 u = —争 （ dr 2 + 3djy 2 + 6dz 2 + 2dxdy + Gd.ydc 4 - 3cLrdc) 

=—^[(dr + 2d .)； + 3d2：) 2 + dr 2 + 2d.y 2 +3d: 2 ] 

<0 当 dr 2 + dy 2 + dxr 2 / 0 时 . 

于是函数 w 在点匕处取得极大值 u(P 0 )=^. 


【3646】 w = ^ + 

x y z b 

Cr> 0,y> 0,z>0,a > ()，/;>())• 


解 dM =(^-5) dr+ (^-^) d , + (^-r )d2 . 



有驻点 Po(| 

dr u = ^-dr 2 + •—dr 2 — : 


)， 又 

笋 drd#|dy 


^ d y_^ d3；d , + |d^ + ^ 


知 +l (dr -» 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


+ ^{ d y~f dz ) + i dzK 


2 


在点 P 。 处，当 dr 2 + dy 2 + dz 2 #0 时，工〉 0,7>0,2 ： >0 ， (1 2 “> 
0, 于是函数〃在点 P Q 处取得极小值 

u(Po) = 



4 V 16// 


【 3647 】 u = sirrr + sin + sin 2 : — sin ( 了 + 夕 + z). 

(0 ^ J* ^ 7T；0 ^ jy ^ 7T；0 ^ 2 ： ^ 7r) 

解 du = [cosx — cos(x + ^ + z )] cb ' 

+ [ cos^y — cos(-r + + z)^\dy 

+ [cosz 一 cos(x+ 3 ； 4 - 


由 


(flu 

Ihc 

chd 

(1 y 

flu 

Tz 


COSX —COS(J + y + Z) = 0, 


cos^y — cos(x + 3 ； + z) = 0, 


cose — cos(x + y + z) 


0. 


又 了 e [o t7 r]^ e [o,7t],e e [o ， tt ]， 得驻点 p.)(o,o,o )， 


厂 1 (晋，号•号），户，在点尸 1 处有 

d ~ u = — sinrd 厂 一 sinyd ^ y 」 _ sincdz 2 

+ sin ( j * + j + 2 >[ d(.r + 3 ; + z)] ，J 
=—dr ’ 一 dy 2 — (\ z 2 — (dr + d：y + dz ) : < 0 . 
于是函数 £ /在 h 点处的极大值 u ( P { ) = 4 . 

又 h 和 P 2 是所考虑区域: [ 0， tt ]， z6 [0,;r] 
的边界点，故喊数在 Pa 和 P2 处无极值. 

[ 3648 ] u = 々I 卜 \r:(l — XI — 2 x 2 - /u w ). 

(jt\ > O.^i > 0,…，> 0). 

解 先考察满足 1 — 了| — 2 x 2 - ar„ = 0，.r〗 > 0,x 2 > 

0•…， .r„ > 0的点 (.r,，*r 2 •••••.『,,），显然函数 w 在这种点达不到极 
值,事实上，不失一般性保持，•••，&不变，而将 x , 增大任意 




'• 多变置函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


小的值，就有 W < 0,但将 A 减小任意小的值，则有 w > 0. 于是下 

n 

面只需考察满足1 — 幸 0，；〉0,…，> 0的点（々， 

x 2 ，，我们有 


n 


n 


Au = —dr* 

t = \ 


2] 々心) 


i - 2^^ 


-"k__ k - 

=U ^ x k ^ di't , 

L^=» i-2^J 」 

4=1 

•t 

考虑到 A > 0 和 1 一 Yjkr k ^ 0,于是有 《 关0,解方程组 




0 9 k = 1 




有驻点 Po (- Tl ，••••，,）， 其中 




= ." = i" = ^r^ 〜 

"k_ k 1 

2 x k , 士， du 

t -\ i — 乙匕 k 


+ “ [S (- 7 ) d ‘“ ~l - \ - 

r i ^ d-v ^,) 2 

k^\ 

• ( ^ijkdj' k ) (— ) • 


在 P , 点处冇 


n 


cl~w =— + ( ) 2 ； 

J (i I i, - 


_^/rdr| + ( ^k±r k Y ^ 


< 0 当 2] cLr 〗# 0 时 • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


于是函数 W 在 Po 处取得极大值 


u(Po) = L 2 十 1 + 2) • 


[3649] w 


解设％ 


% 




々 +& + 丑 + … 

+ % + 2 . 

Jl 

JC2 

^ n-\ 

A ，）2 = 

• ， … ， : y” ： 

: — ，…， 
JC\ 

-礼 

f 

U>0,/ = 


则 

R. 


= « yi ： y 2 …〉0，（々=1，2，•••，《) 

o 

^1 + .V2 H - 1- 


…: y” 


令 A = mw % 


则有 


d« = 


n 

2 ( 




令奐 = 0, 


^yt 


得方程组1 


A ： v. 


0，々=1，2,•••，《• 


解之有驻点 P 。 (: yMM ， …，％)，其中 

=… = y» = 2 士 = jo 


— yi 

在 P 。 点处有 

d 2 u 


% 




n 


> 0 当2^祝/0时 • 


于是函数 w 在点处取得极小值，即在 

= y\ = 2 去 9 X 2 = yz^\ = 2^i 


1 ，2，."， w ). 


p=p 0 
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• 多变置函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


= ykjr^x = 

处，函数 W 取得极小值 

u — (” + 1)2^*. 

【3650】惠更斯问题 

9 T 2 . A ，使得分数值 


…工” = ynJO . 


2^ 


在 a 和6两个正数之间插人个数 


.2".了” 


• (a + )(xi +x 2 )***(x n +6) ’ 

是最大的. 

解记 


l = (a+Xl )(l + ^)(l + g)-..(l+^) 


设 


,A 


^ii 


: yin 


则有 


yiyz^^yn 


万， 


f)(l + % )(1 +： V 2)."(1 + %)• 


又记 


，， 

则有 dtt ， = 2 


, b 


1 + v* 






1 + > 


- 

mA / vi 


令 

yk 

1 


dw 

3yk 


mA 


0,有方程组 


， 2,”. ， w. 


解方程组有驻点 Po ( yi ，火，…，％),其中 




在点处有 
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n 


> 0 当 2 d：yi / 0 时- 

k^\ 

于是函数 w 在点取得极小值，从而函数 w 在 



也就是 “•-n . X 2 •…， . r „ ， 6 构成有公比为= (—•) 的几何级数 
时，其值最大，且〃的最大值为 


,, = «C1+^)- = (a ^ 

求变量 A ： 和. V 的隐函数 Z 的极值 (3651 〜 3653). 

【 3651 】 ： r 2 + V- +c 2 -2.r + 2v-42- 10 = 0. 

解对原式求微分有 

(j — 1 )cb + (y 一 1 )d.y + (2 — 2)d：r = ()• 

于是当 《r = 1 =— 1时 .ck = 0,代入原方程有^ = 6,2： =一 2, 

又二= 2时不可微，求二阶微分有 




7 . 多变 量函数 的极值第六章多变量函数的微分运算 


di 2 +dy 2 -h(z-2)d 2 z^dz 2 = 0. 

把 了 = 1 =— 1.2 = 6 代人，且 ck = 0 有 

d 2 z =— j(dx 2 +dy) < 0 •当 dr 2 +dy 关 0 时 


于是当1=1"=—1时，隐函数2取得极大值2 = 6，同理当 
x = lj =— 1时，隐函数2也取得极小值，且其值为 z =— 2. 

易知 <= 2 是球的切平面平行于 a ， 轴的地方，因此函数 z 不 
取极值 . 

【 3652 】 x 2 y 2 z 2 一 xz 一 yz 2x -\- 2y 2z — 2 = 0. 

解对原式求微分有 

(2.r — 2 ： + 2 )dr + ( 一 之 + 2 )dy 十 (2z — x — y 2)dz = 0. 

(2x — z-h 2 — 0, • 

解方程组 j 2 ：y —z + 2 = 0， 

1 j 2 + y’ -4 - z 2 — xz — yz +2.r+ 2y + 2z —2 — 0. 

有 x\ = =_(3+y^)，？i =—(4 + 2 /^)， 

x 2 = yi =— (3 — >/6) = 2 76— 4. 

再微分一次，且心= 0,有 

2dx 2 + 2dy 2 ^-(2z-x-y + 2)d 2 z = 0. 

在点 （ ii，：yi 4 )， 



Te 


(dr 2 + dz 2 ) >0. 


于是当 i = y=—(3+v 百）时 • 取得极小值 2 =—(4 + 2 #)， 同理 

有呻 *r = .V =—(3—A) 时，取得极大值 2 ： = 27^— 4, 对于 cb 的 
系数 — a • — y + 2 = 0 时的情况，与上题类似也不取极值 . 
【 3653 】 (x 2 +y+z 2 ) 2 =a 2 Cr 2 +y-c 2 ). 

解 微分得 

2(‘r 2 + y* + z 2 ) (.rd.r + ^yd^y 4- zdz) = a 2 (xdir 4 - yd^y — zdz) • 

令 d：r = 0 ，有 

_2(x 2 + ： y 2 ) — a :1 i(x(Lr + ydy) = 0. 
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解方程有 


= \f = 


O . a 2 + y +2： 2 = 


i^x = y = 0 代入原方程•得 z = 0,这是隐函数的一个奇点 
把原式看作/的一个方程，舍去增根有 

=-("+/ +y 2 ) + Va A ^3u 2 (x 2 +y 2 ). 

显然 2 有正负两支在(0,0,0)点相交，因此，不认为 c 在 (0,0.0 )j 


取得极值.把 / +y + 


代人原方程•有 


: r ? + V 2 


— 8^^ 


现将一次微分式改写为 

[2(.r 2 +y 2 +Z 2 )-“ 2 ]Crdr + ydy) 
+ [2(/+/ +2 2 )+“ 2 >dz = 0. 
把上式再微分一次，及 

dz = o,j - 2 + y + e 2 = y, 

有 a'zd : z =— 2 (:rcLr + ydjy) 


于是当 /+/ 


吾& f <0, •取得极大值 




+时, d 2 z >0, 兩数 t 取得 

2 V 2 


极小值 


27 t - 


求下列函数的条件极值点 （3654 〜 3670) 
【3654】 2 ：=巧，若 j : + y = 1. 

解 设 F (« r,30 = xy - bX(x + y - l ), 

( 3 F ,、 ^ 


djc 

3 F 




x + A 
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7. 多变量函数的极值 


第六章:多变量函数的微分运算 


有 jt = j =—A = \^ z = •^，因为当1—^土 00 时，3 ; -^平 00 ，于是 

2： =^>，— 一 00,从而有 J = -y = Y 为条件极值点，且2： = +为 
极大值. 

若把改写为2=5(1_5)，则成为普通极值，易知极大 
值点为7 = " I •，从而 



【3655】2 


= f + fD / = L 


解设 FCr ,： y ) 


^ + f + A ( x 2 + y - l ) 

a n 


dF 

J~x 


7 + 2 Ax 


得 


dF 1 丄 n 

_ = _ + 2 A ^ = 0 
x z + y 2 = 1. 


+ VQ i 

士 2 丨 M I， X _+ 


a 2 +b 2 




其中 


sgnub ^6 0 . 


相应地 z =平 


a 2 + b 2 


I w ⑽ / 7— w 丁 I ^ I • 

由于函数 2 在闭圆周 * r 2 +y = 1 上连续且不为常数，故必取 
得最大值和最小值，且最大值与最大值与最小值不相等. 


因此，当 






时，函数值 z 


V +b 2 

ah 


必为最小值，从而是极小值，当 


^ T ¥ 




时， 




为最大值，从而是极大值. 
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【3656】 


Z 


2 + 大若 f+f 


解 & FU . y ) = +y + A(f + f - 1 ) 


由 


clF 

(IF 


2 jt + —A 

a 

b + 士 A 


0 


0 


f+f 


1. 


有 


A 


u 2 b 


2a 2 /r _ air __ 

~ a 2 + b 2 ' y ~ a 2 + b 2t 


a 2 + b 2 

由于了 -►00,7 — 00时，5：-^-00，于是函数2：必在有限处取 

ah 2 a 1 !, 


得最小值，因此，当 


x 




7时，函数: r 取得极 /J 


值 


a 2 /? 2 


" u 2 +ir 

【3657】 2 = Ar 2 + 2 ar 3/+ C ： y 2 , 若 P+y 


1. 


解 


设 F ( x , y ) = Ar 2 + 2 Rry + Cy 2 - ACr 2 + y — 1), 

f (JF _ 

石= 


于是有 


2[( A - A ) a +%] = 0, 


① 


2 [Br + ( C - A )： y ] = 0, 


nF 

lx 2 + y 2 = l . 

由 x 2 +y = 1 知, * ra 不全为零，从而 A 必须满足方程 


② 

③ 


A 2 -(A + OA+(AC-B 2 ) = 0. 


④ 


A-A B 
B C - A . 

当 ( A - C ) 2 +4 B 2 =0时，所研究的函数为常数，当 (A — C ) 2 
+ 4 B 2 关0时，方程(4> 有两个不等的实根，记为 A , 和 A 2 ( A ,〉 A 2 )， 
由方程组①，②，③有 


了1.: 


士 (Ai — C ) 
VB 2 + ( A , - C ) 2 


: yi •: 


士 （Ai — A ) 


n / B 2 + < A , - A ) 2 
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• 多变貴函数的极值第六章多变量函数的微分运算 




+ ( A2 ~ C ) 

B 2 + ( A 2 - C ) 2 


3^3. 


士 ( X ? ~ A ) 
B 2 + U 2 - A ) 


相应地有 

2:(^1 ^ y \) = Arf -\- 2 Bx ] y ] -\- Cy \ 

= ( Atj + By x ) jt \ + ( Bx \ +Cy, ) y ]m 

由①，②解得 

Ar, -\- By x = A1X1 , Bj：i +C>, = Ai^i. 

于是 2:(^1 ) = A1X1 4 -Ai^i = Ai (xf + 3 ^ 1 ) = Ai. 

同理 2 ：( x 2 = Ai ^3) = z ( x 4 , y s ) = A2. 

因为函数: r 在单位圆周上连续， fL 不为常数，故必取得最大值 
和最小值并且最大值和最小值不相等.这里有四个可能取得极值 
的点(；•，％),/ = 1,2,3,4, 而 

，％ ) = z ( x 2 ) = Ai » 
z(x^ ,y 3 ) = z(x\ ^y\ ) = A2. 

于是当 .r = o = 九 2 时，函数 z 取得最大值 z = Ai ，因而也是 
极大值，当 = ;. | vV = ^3.1 时，函数2取得最小值 2 ： =A 2 , 因而也 


是极小值. 

[3657. 1] 2 P + 12^ + 2/ ， 若 4 P +/ = 25. 
解 设 F ( x , y ) = x 2 + 12 xy + 2 y l + A (4 x 2 + / - 
令 


25)， 


clF 

r?F 

(IF 


2 x -\- 12 y + S ^ 


4)+121 + 2义） 


4 r 2 + y -25 


① 


② 


③ 


由4+ / = 25知，了，>不全为零，于是 A 满足方程 


1 + 4 A 


2 +A 


4 A 2 + 9 A — 34 


解之有 A , 


2 ， A 2 = -孕 • 
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由方程组①，②，③有 


( Xl = 

=-2， 


= 2， 

• r 3 = 

3 

一？ < 

^ - Y ， 


= 3， 

1)2 = 

=—3， 

'^3 = 

= 4， 1 

1^4 =—4. 


相应地有 2 r ( x ,^ i ) = (—2)2 +12 X (—2) X 3 + 2 • 3 2 =— 50, 
z ( x 2 , y 2 ) = 2 2 + 12 • 2 • (-3) + 2 • (-3) 2 =-50, 

之(心，％)=(音) 2 + 12 •音 • 4 + 2 • 4 2 = 106 
z ( x A , y ,) = (—音 ) 2 + 12. (— 音 )• (-4)+2. (—4) 2 

=106 4 . 

4 

由于函数2在椭圆周上连续，且不为常数，于是在椭圆周上必 
取最大值和最小值，这里有四个可能取极值的点 ( A ，％)，/= 1，2, 
3,4.由上面的计算知 

之 (： i ， ji ) = z ( x 2 ， y 2) =— 50， 

之 (工3 ， j 3) = z ( x A ，: y 4 ) = 106 

从而当 *r = x U 2 = y \. 2 时，函数取最小值 2 =—50, 因而也是极 
小值，当 I = i 3.4 ，《y =时，函数取最大值 z = 106-^-, 故也是极 
大值 • 

【 3658 】 z — cos 2 jt + cos 3 y ， 若 jt 一 y = 号 . 

解 设 F(x^y) = coj^jr + cos^ + Ap —：y — 号)， 



吉米多维奇数学分析习题全解(五) 
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• 多变置函数的极值第六章多变量函数的微分运, 


有 


kiz 


f ， 


0, 士 1，士 2, 


相应地，当々为偶数时，之=1+^，当合为奇数时 z = 1--^. 

由于所给连续函数2必在任意有限区域内取得最大值和最小 
值，而且2又是关于1，^的周期(周期为 7 T ) 的函数，于是当々为偶 

数时.函数 z 在点(^，％ ) 取得最大值 z = 1 +^，从而是极大值， 


当々为奇数时，函数2：在点 ( a >，％) 取得最小值 z 


1 -去 


，从而是 


极小值. 

【3659】“ = j 一 2} + 2之，若 + 2 2 = 1. 

解设 

F(x 9 y^z) = x — 2y + A(x 2 + y 2 + z 2 — 1) ， 
由 


aF 

Ty 

clF 

az 


1+2虹 


— 2 + 2Ay 


2 + 2/U 


有 


U 2 +y + z 2 = i . 

丄 1 __ L 2 丄 2 

了 = 土了，^ = 士了， 2= 土1. 


相应地 ， w =土 3. 

由于所给函数在闭球面上连续且不为常数，故必取得最大值 
及最小值，且最大值与最小值不相等，这里有两个点可能取最值， 


了， 


-1^ = 1 -时，函数 w 的最大值“ = 3,因而也是 


极大值，当 


尸 T ， 2 


时，函数〃取得最小值 W 
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一 3,因而也是极小值. 

【3660 】 w = ，若 1 + 7 + 2： = “• 

(/ w 〉 Q * n 〉 0，/>〉0，“〉 0) 

解设 

w = \nu =川 lar + ”ln > y + pins. 


由 


有 


相应有 


F(x 9 y,z)= 

=zu — 

—(x + ^4- e —a)» 

clF 

m 

1 

0 ， 


=r -- 

X 

一 — 

A 

OF 

n 

1 

0, 


= —— 

y 

- = 

A 

aF 

=!- 

1 

- =r 

0, 

f)z 

Z 

A 

'T + 3；+ 2 ： 

= a. 



cun 


— CW 

SI —— 

m +” + />、 

m + n + fi ’ 


up 



" ；/I + w + P 



a mX ^ 

p m m n u p p 

u — 

{m^n + p) m 



由题意有^>0,3；>0^>0，即连续函数1^定义在平面了 + 


«y + z = 〃于第一卦限内的部分•边界由三条直线 

.. {x-\-y = a jy + z = a lz + x = a 

Iz = 0 [ j ： = 0 ' l^y = 0 ’ 

组成，当点趋于边界上的点时，显然有— oo , 因此，函数 R •在 
区域内取得最大值，由于可能取最值点只有一个，于是当 


cun _ an 

+ n + 〆 》 m + m ~ i ~ fi 

ap 

m + n p' 
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7. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


时，函数《取最大值. 

= a ^ H m m n ” p P 

U ~ (m + n + p ) tH ^ p ' 

因而也是极大值. 

【 3661 】 u = X- +y +z 2 . 若 & 十备 +> = 1. 


(u>/j>c>0) 


解 


FCr 。，:） 〜 .2 +y +: 2 + A (5 + g + 卜 1)， 


ill 




<1 F 


2 r ( 1+ P ) 


0 


_^ 2 v ( l + A ) =0 , 

r^F _ /i . A 
Tz " 


2 2 ( l + c 4)=0 






有 x =土 6 /，夕 = e = 0,.r = z = 0 , 

y =± 6».r = 3 ^ = 0 ，之 =zb c . 

相应有 1 

w (士 ci ， 0 , 0 ) = a 2 ， m ( 0 , 士 6 , 0 ) = b 2 f 
“( 0 , 0 , 土 r ) = r 2 . 

由 a > 6 > r > 0 , 连续函数 w 在点(士 a ， 0 , 0 > 取得最大值 a 2 , 
因而也是极大值，在点（ 0 , 0 , 土 r ) 取得最小值 r 2 , 因而也是极 

小值. • 

在点( 0 , 士 6 , 0 )处，对应 的 ；1 =— 6 2 ,且 

d 2 F = 2 ( 1 + $ ) dr 2 + 2 ( 1 + 表) dj 2 + 2(1 + $ ) dz 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 1_ 

= 2 ( 1_ ^2) dr2+2 ( 1_ 7) dz2, 

把 id 当作自变量，看成由条件$ + # + _ = 1所确定的 

x 和2的函数，在点(0, 土6,0)，有 d 2 “ = d 2 F ， 而 1 一<〉0，1 —# 

a - r 

< 0,因此 d 2 w 的符号不定•从而函数 w 在点(0, 士6,0)不取极值. 
【3662】 u = xy 2 z\^x-h2y + 3z = ^. 

b 

(x>0,y>0 9 z>0,u>0). 

解设 

w = \nu = ln.r + Zlnj + 3 lne , 

F(x,y,z) = w - ^-(j ： + 2y-\-3z — a), 

A 

由 


(IF 

1 

1 

= 0, 


: -- 

X 

--: 

A 

clF — 

• 2 

2 

麵 

= 0, 

一 

• " 

y 

— • 

A 

逆二 

3 

z -- 

3 

-: 

= 0, 

3z 

Z 

A 


-\- 2 y + Zz = a . 

有 x = y = z = a . 

和 3660 题类似，函数“当1=3； = 2 =吾时，取得极大值 

0 


“ = (晋) 6 . 


[3663] u = Jjy’2：， 若: r 2 + y + z 2 = l,x + y + Z = 0. 
解设 F ( x , y , z ) = xyz + A ( i 2 y 2 z 2 — l ) 

+ 户 （:r+ jy+ 2:) ， 
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. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


aF 

3 x 

dF 

(9 F 

Tz 


yz + 2Xr fi 


J：z + 2\y -\- [i 


J：y + 2Xz + fi 


① 

② 

③ 

④ 

⑤ 


x 2 +y +2 2 = 1， ④ 

x J t - y J rz = 0 . ⑤ 

把 ①一② ，②一③有 

((x — y)(2\ — z) = 0 » ⑥ 

\(y-z)(2X-x) = 0 . ⑦ 

由⑥，若 x — y = 0,代入⑤得^ =一 2* r ， 再代人④，得驻点 


如果 ： r —： y 尹0,则 z = 2 A ， 由⑦，若 


0,同理 有驻点 


以-1 士点) ， p 4， _ 如- ★) ，若 。#， 则 i =2A ， 


于是 x 
相应有 


，同理有 驻点尺 ( 


76 


li)， ps (-舍 I 


，] 


w(P.) = u(P 3 ) = u(P s ) 


u(P 2 ) = u(P A ) = u(Pe) 


3^ 

1 

3 76 ' 


与前面各题的讨论一样，函数 w 在点 P ,， P 3 及 P 5 取得极小值 W 
=_ $，在 p 2 ， p 4 ， 尺取得 极大值《 = $. 

13663. 11 u = xy + 3 ^：，若： 1 " 2 + y 2 = 2 ，y 十 2 = 2. 

( x > 0 , y > 0 9 z > 0 ) 
解 i^z = 2 — y 代入“ =+ ： yz ： 有 
u = xy 2 y — y 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


令 F ( x , y ) = Jry 2 y — y 2 +A(J 2 + y 2 — 2) 


由 


有 


有 


由 


F r = y-\-2Xr = 0 
F y = x-\-2 —2y- {- 2Av 

U 2 +y = 2 

2 Ar = 0 

\x+m-2)y =-2 
lr 2 +y =2 

2A 1 
1 2A-2 


0 


① 

② 

③ 


0 


A 


土乃 


于是当 A 


时，方程组①，②无解，故有 A# 由①, 


②有 


X 


y 


4A 2 - 4A - T 
4A 

4 A 2 -4 A-r 


代人③有 


16A 4 — 32A 3 +8A — 1 = 0 


解之有 


= 士，义2 = — 士， Ah = 2 ， A ^ 


— 73 


从而得驻点 P. (- 1,1)，P 2 (1, _ 1)，P : : 


1 ， 2+73 

1+yT i+73 


Pi 


1 


_ 2-73 

1 — y /3 1 — y /3 


相应地有 W (— 1，1) =0,“（1, — 1)=- 


u 


1 _ 2+73\ 

i +乃’ i+y^ 


^^2 ■ 


5 + 373 


1 2-73 

1— 乃’ 1-73 


5-373 


，若 A = 0, 由①，②，③的驻点 (#，0)，(一 万，0)，相应 
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• 多变量函数的极值 第六章多变量函数的微分运算 


地有 w(72,0) = w (— 由于 w = ： o, + 2：y — y 在： r 2 + y = 
2 上连续，故有最大值，最小值，于是 0 为最大值 ，一 5 + 2 3 -^为最 
小值，从而 （一 1，1，1), (72*0,2), (-72,0,2) 为极小值点， 


忐，一 _ ，轉 1 为极大值点，对一 + 

F ( x x , y ) = xy -\- 2 y — y 2 —士(了 2 + y 2 — 2 ) 


，有 


y '+ xy -^ y 2 +2 y +\ 


相应驻点为 （1， 一 1)， 


2j: + y =-jr-\-y 


F y - 2y + 2 = 』，一 5)，+ 2 

Ky = =— 1 

K = _5 

于是 d ~ F ( 1, — 1) =— dr + 2 cLrd ^ — 5 dy < 0 
故在点 （1，_ 1.3) 处取极大值，对 A = ^^有 


F(x,y) = X y^2y-2y 2 + + ： y 2 - 2 ) 


a .2 + 1( 2 , ^ V 3 _ ) y z^ xy + 2y _ 2 


相应驻点为 I 点，- ㈣ 卜又 


Fr = (2-/3)x + y, 


Fy =-(2 + >/3)^ + x + 2 


F : = 1， 

K =2-^/3. 
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于是 d 2 F 


^ =-(2+73), 

1 ， 2-73 

1 _ >/3 1 —>/3 


(2 - y 3) dr 2 4- 2 docdy - (2 


細 2) 符号不定，从而在点 lA ， -_，处不取 


极值。 


136641 u = siarsin^ysinz ，若 ：r + y + 2 ： = 


(x > 0 ， y 〉 0,2 〉 0) 


解 


x + y + z 


x > 0，y > 0 , 2 ： > 0 ， 

0< ' r < f ,0<3；< "2 ,0<z< f 

设 w = \nu = lnsiar + lnsin ^ + lnsinz ， 
F(x,y,z) =ic，+ A (: r + «y + 2 ： — f )， 


于是令 


(IF 

clF 

dF 

Tz 


COtJT + A 


cot^y + A 


cotz + A 


x + y + z 


V 


有驻点 Po (晋，晋，晉 )（ 由0*>0,3^>0,2：>0)和 3660 题的讨论 


类似，当趋于平面 .r + y + 2 = f 在第一卦限部分的边界 

时， w -0, 而在边界内部 w >0, 因此，函数 M 在边界内部取得最大 
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. 多变量函数的极值 I 第六章多变量函数的微分运算 

值 • 故在点 P 。 取得极大值 u(Po) = J. 

【 3665 】 w = ^2+^T + ^y^x 2 +j» 2 +z 2 = 1, 

xcos a + ycos[3 + zcos y = 0. (a 〉 / ，〉 r 〉 0 ， cos 2 a + 
cos 2 /? 4 - cos 2 y = 1). 

解设 

Fix.y.z) = ^+^ + ^-A(x 2 +y+^ 2 -l) 


于是令 


+ ^(jrcosa + ^ycos^9+ zcosy) 


式有 


把①，②，③三式分别乘以 I ，： yd 后相加，并注意到④，⑤两 

) = d 丄 f 丄之 =•〆 T ⑦ 




u ( x 9 y ^ z ). 


把①，②，③三式分别乘以 cosa , cos/?, cosy ，然后相加，并注意 
⑤，⑥两式有 


一 o / xcosa ycos)3 | zcosy \ 
a 2 b 2 c 2 / f 


⑧ 


把⑧代人①，②，③得 


^ sin 2 a 


cosgcos/3 , _ cosacos ； 


cosgcos^ 

a 2 ： 

cosacosy 


/sin 2 /? 

(V — 


cosacosy 


⑨ 


cos^cosy^ 


+ ($ 


sin 2 y 


)z = 0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


要 f 为方程组⑨的非零解，必有 


sin 2 a — u 」 入 — co^acos/S 
— cosacos/3 sin IrX 
一 cosacosy — cos^3tosy 
展开计算有 


一 cosacosy 
— cos/3cosy 
sirry —rA 


0 _ 



⑩ 


由⑦知 A 关0,易知⑩式在消去 A 后得到的二次方程有两个 
不等的实根 A , < A 2 . 

固定 A = Am 代人方程组⑨，可得到关于有一个自由 
度的一个解系，再代入方程④，可得对应于 A = A , 的两个驻点 
Pi ( j'l ^ y \ ，之|)和 P 2(^2，： y 2,22)， 由⑦有，对应的 u ( P \ ) = u ( P 2 ) 
= Ai ， N 理对应丁 A = A 2 的两个驻点尸3(13,3^，々）和尸彳 ( x , 

之 1 )，且有 w ( P 3 ) = uiP\ ) = A 2 . 

P .， P ： mP 3 ， p , 为满足方程组①〜⑤的一切解所对应的点， 
类似于前面各题的讨论有，闲数 W 在点 P , 和 p 2 处取得极小值 A , 
而在点 p 3 和 p 4 处取得极大值心. 


【 3666】“ = (x — + (y — rj) 1 + ( 2 ： — p- 

若 Ar + f^+Gr = Q , x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , 


其中 

解 



cos a cos /? cos y 
cos 2 a + cos 2 ^3+ cos 2 y = 1. 
设 


F(x,y,z) = (x -^) 2 + (y-r /) 2 + 

丁 A(Ar 卞办 +Gr) +fx{jr +y +Z 2 — R 2 ), 

令 c = ^ocosa , rj = pcosj ]， 

? = pcosy.p = + 7f +^ 2 . 
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. 多变量函数的极值第六章 



解方程组 


cTF 

石 

clF 

石 

DF 

clz 


2 ( j : — pcosa) + AA + 2/ix = 0 
2(y — pcos^) + AB + 2fiy = 0 
2(z — pcosy) + AC + 2/jz = 0. 


① 


② 


③ 


p+y + 之 2 = r\ ④ 

At By -\-Cz = 0, ⑤ 

cos 2 a + cos 2 0+ cos 2 / = 1. ⑥ 

把①，②，③三式分别乘以 A ， B ， C ， 然后相加，注意⑤式有 
— 2〆 Acosa + Bcos^+ Ccosy) +A(A 2 +B 2 +C 2 ) = 0 ， 

】 = 2〆 Acosa + Bcos^3+ Ccosy) ⑺ 

A_ A 2 +B 2 +0 • W 

再把 ①，②，③ 三式分别乘以后相加，注意 ④，⑤ 两式 

有 2( 1 +/i)R 2 = 2p(xcosa + ycos(i + zcosy). ⑧ 

又把①，②，③三式分别乘以 cosa ， co 峭， cosy, 然后相加，注意⑥ 

式有 

2(1 + fi)(xco^a + .ycos^-f 2 -cosy) 

= 2p — X (A cosa + Bco^p + Ccosy) 

o Ti (Acosa4 Bcos0 + Ccosy)~ 1 ^ 

= H 1_ A 2 + B 2 + C ^ 」• ⑨ 

由 ⑧ ，⑨有 

( 1 + ) 2 R' = (1 +/!i)^( xcosa + .ycos^4- zcosy) 

— > 「 】 一 (Acosq + Bcos/3 + Ccosy) 2 - 
= <0 L f + f ^+ C 2 」， 


2 / 


⑨ 


由①，②，③有 

2 ， _ 0 知一 AA 

2(1+户）， ） 


(Acosa + BcosS+ Ccosy)' 


A 2 +B 2 +C 


⑩ 


2pcos0 — X0 
2 ( 1 +") ’ 


2pcosy — AC 

2(1+户） • 
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把⑦式和⑩式代人上式，得 P \ (^1 ^ y \ ，2：1)，尸2(了2,72,2 2 )，其中 
P ] 对应于⑩式取正号， P 2 对应于⑩式取负号，下面求〃(尺）和 
W ( P 2 )， 由⑨，⑩可得 

xcosa + jycos/3 + zcosy 


±R 


' _ (Acosg + Bcos/3 + Ccosy) 

V a 2 + b 2 ^-c 


于是 


w(Pj) = (x\ — pco^a) ' + (yi — pcosp ) 2 + (z\ — pcosy ) 2 

=(<jc\ +y\ +z\) — 2p(xi coFa + y\ cos(3 - \-z x cosy) +p 2 

, 2 _ o o / -I (Acosg + Bcosff + Ccosy) 2 

^ V A 2 + B 2 +C 2 • 


R z 


同理有 


u(P 2 ) =R 2 +p 2 + 2pR • 


(Acosg + Bcosj3+ Ccosy) 

" a 2 + b 2 +o 

类似前面各的讨论，我们有《(尸2)为极大值， WP ,) 为极小值. 
【3667】 u = x\ +x\ + … +jt^ 






解设 


F(xi ， i 2 ， ." ，《 r„) = xf + - \-Jcl 


^(ff + S + - + a --0 


解方程组 




2., + A = 0 w = 1,2,-, w , 


n 


❾ 1 . 

得驻点 Pq ( j ： i ，》 r 2 ，…， a ) ，其中 


了, 




1, 


• • • 


n. 
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7. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


由于(^ = 0^=2；£；01^>0(它不受约束条件的限制），故当4 


n 


士 (写為)时，函数^取得极小值. 


鉗殷 )7 = ㈣ 广 

【 3668】 w = :rf+W + … +W ， (p> 1) 

若 A + j 2 H - h = a . (a > 0) 

解设 

F(x\ ， : r 2 ， … ， : r") = *rf +:r^ + … +xj 

+ A( Ji +0*2 + •••+:?:” 一《)， 

解方程组 

rlF 


Arf 1 +A = 0, 


1，2 ，…， w ， 


n 


s 


J ：, — a . 


有 


JTi 


Tl 


由于 


d 2 F 



1，2，".，《. 


p ( p-\)xr 

0, 


于是当 * r , = —(z = 1 ，2,…， 《) 时 

n 


d 2 F = 广 2 心『 〉0. (当文心? #0 时) 


| = U 


它不受约束条件的限制，故函数 w 取得极小值 《 




n 


广 1 • 


【 3669】 w = — + — H - h —H - h/3^ 

1. ( a , 〉0，/?, > 0, x , > 0 w ' = 1，2,…，”） 

解 


F ( x \ , x 2 ，…， ) = — + — + ••• + — 


:1 X 2 







吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


+ A(^3iX 2 H - \-^n — 1) 


解方程组 


rlF 






十你= 0, 


1，2,…， w ， 


9! 


y ^ j^r = i . 


得 


了, 



( 2 


1，2,…， w . 


由于 


d 2 F = 2^] ^clrf >0, 

I I 


于是当 * r , 时，函数 《 取得极小值， 

• 

W = (2 s / a ^,) 2 • 

I 

【3670 】 u = •••☆ • 

若 + ••• + jt „ = a . (“〉 0， a , 〉 l*i = 1 ，2,…， w ) 

解设 


n 


ZU 


lnw = y ^ jg . lnjr ,, 


F(xi »jr 2 f •••»x w ) = u 1 —y ( y ^ jXj—u ) 

A 


S (▲一 r)+f 


解方程组 


\^Z = 9 L -1 
dXi Xi A 


0 »z — 1 1，2，••••”， 


/i 




J：i = a. 


得 




aa t 


a \ + a 2 + … + a „ ^ 


1 ，2,…， 7 Z , 




• 多变 量 函数的极值 I 第六章多变量函数的微分运算 

由于 

d'tf =— 文 ^jcLrr < 0•(当文 cLr ? # 0时)， 

1—1 ^ 9 1 = 1 

不论 cLl 之间有什么约束条件恒成立，于是函数 w 当 * r , = 
— ， /= 1，2,…，”时，取得极大值，即函数“当 * r , = 

ai 十…十％ 

二 ,时取得极大值 • 

ai 十幻十…十 a ,, 

W = ( aV + a,+-..+aJ 

【3671】在条件 = 1 下，求二次型“ = ^ Uij^iXjCuij 

#-l “1=1 

= Clij ) 的极值 • 

解设 


rt 

F(jr\ ，了 2 ， … ， I„) = ^a.jjr.Xj — A(xf + J*2 H - hO '； — 1) 


解方程组 


1 rlF f 

iirr (wi 


A)-ri 


•2 H - 4 a\ H x n = 0 ， ( 1 ) 


<1 F 

cb -9 


=^21-ri + (a 2 2 — A )Jz 


+ a - inJr n =0. (2) 


1 rlF __ 

2 ds n ~ Un 


i-ri +a n zX2 + ••• + (a w ——A)j” = 0 ， (n) 


+xi + ••• + xl = L 


(； i + 1) 


前"个方程要有非零解•必须矩阵(〜）的特征方程 I A — AE I = 0 
有解，其屮 A 为以 a, >为元素的实对称矩阵，£:为单位阵，于是特征 
方程必有”个实根，即有 A, 满足丨 A-XE 丨= 0, 

对于任一根 /U， 代人方程 （1) 〜 U)， 得 (XM.Q， …， a ) 的一个解空 
间，解空间的维数，等于 A, 的歌数•解空间中的单位元素即方程组 
(1) 〜（〃 + 1)的根，当 /U 是单重根时，解空间是一维的，单位元素 
只有两个，当 A, 是是多重根时，对应夂的单位元素就无穷多个了. 
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对于; U 的解 (A，：T 2 , …， A)， 显然满足方程组 （1) 〜 （77+1). 
因此，有 


从而有 


= X k Xi , i = 1 ， 2 ，•••，/?• 

n n n 

“(Xi ， x 2 , …，: r ”） = ^UijXiXj = 


= A ^. 


由于函数《在^维球面… = 1 上连续，故必取得最 
大值和最小值，于是，对应于 A , 和 A ,, 的解，分别使函数 W 取得最大 
ftAi 和最小值夂，因而也是 W 的极大值和极小值.由线性代数中 
把 d 2 F 化标准型的方法，有对于不等于；^ 和1 的 An 二次型不能 
极值. 


【3672】若^>1和 i >0，： y > 0,证明不 等式: 


x ，， + V ， 



提 示:在 i + y = “条件下，求解函数 z = | cr ”+ y ') 的 
最小值. 

证考虑函数 z = 在条件0* + 7 = “(^>0，1>0, 

: y >0) 上的极值问题，设 

F(x,y) = ~|'( 了 ” +/) +A(*r + ：y — “)， 


解方程组 



有 i = y = f ，把点 ( f ，晉)与边界点⑺一七⑼的函数值进行 
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比较. 

z(0,a) = z(a,0) = ^ (*y ) = z [ y ^ ) ' 

(”> 1)， 

于是函数 2 当 i = “时的最小值为 m ，从而有 

X，i ^ (y ) ，（当 x + 7 = a，:r > 0 , 3 ； > 0时)•① 

下面证明 

(^^)”，（当了>0，：^0时). ② 

当1 = 3； = 0 时，不等式②显然成立，当0,7^0且了， 
y 不同时为零时，令^ + ^ = ^，则〃> 0,于是由不等式①有 

甲 Mf )、 (宁 )” 

因此，不等式②成立，证毕. 

【3673】 证明霍尔德尔不 等式： 

< ( S ^) 1 )* * 

/—I 1=1 #=1 

(“,^ 0, j -, ^ 0,/ = 1，2,…，7“々〉1，士 + + = 1 )• 

提示： 在条件 ^ a , x { = A 下，求解函数“= 

(合? 广(容， 广’ _小值. 

证首先证明函数 

1=] 1=1 

在条件 ，: r , = A ( A >0) 下的最小值是 A ， 用数学归纳法，当 n 

1 = 1 

=1时，显然有 

(af)+(:rf)+ = aiX\ = A. 


337 





吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


设当 w == m 时，命题成立，于是对任意 m 个数 a !， a 2 

m 

^ 0) 当= A ( x x ^ 0,…， i ", > 0) 时，必有 




下面证明当^ 


1时命题也成立. 


设 2“山.= A 9 u = ( y^jXj ) 

1=1 1=1 
/ ir+l 

其中 a = .求〃的最小值，令 

1=1 

Fh ，了2,…， 


w(xi ， J ： 2 ， ." ，《 r,,rH) —Ada,:r, —A )， 


解方程组 


clF 

rlr , 


) 


(々’ * r ? _ 丨 )~ Aa ； = 0 


1 ， 2,…， m + 1 ， 


WWW * • 

= A. 


于是 


Cli 




即 Xi = ( u^ l ] = 

从而有 

"2 以 1 


m 

/ 乂 




，2 ，… •”？ + 1 


/^ r 1 


/ 耵 


A 


t 1 


A 


于是得满足极值必要条件的唯一解. 

^ = 4^;/ = 


， 2，"、"z + 1. 


m(ai 


对应的函数值为 
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. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


Uq = ，了琴，…， ) = 




= Aa^ [ a^ = A. 






www m 

所研究的区域 = A.Xi ^0(/ = 1 ，2,…， m + 1) ，是 w + 1 

i —\ 

维空间中一个 w 维平面在第一卦限的部分，其边界由 w + 1 个 

i # r 4 -l 

1维平面(一部分）所组成:了, = 0， D 〜 r ; = A ( a f >0^ r > ^ 0,? 

y ** 

=1，2,…，州+1)，在这些边界面上，求 

U(X { ，义 2，…， JVfl ) = U(X\ ， I 2 ， … ， Ih ， 0 ，了出， … ， JVh 〉 

I~1 wf 1 丄 

= a+(2〆 + V ， 

>-l i=rH 

的最小值变为求〃 2 个变量的最小值，以估汁 JVh = 0, Y ^ a,Xi = 

I s I 

A 的最小值为例，由归纳法假设，又 

//H 1 w 

o = ^ 

1-1 1-1 

w 1 

有 u ( x \ ，: r 2 ，…，4,0) = a + ( ) l 

i —\ 

> (2 a O* • ( 2/〆 > Sj^Xi = a. 

因此， w 在边界面上的最小值不小于 A ，由此知， w 在区域上的最小 
值为 w ( x ? 9 X 2 ，…，: r 2 rH ) = A ， 于是命题当 W = /W + 1 时也成立，故 
由归纳法知 


n 

当 = A , Xi ^0(/ = 1,2,3,…， 7 i ) 时 • 

i=\ 

下面证明霍尔德尔不等式 
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文 ciiXi < ( )' (2^ ) r (a ； >0,x, ^0 ), ② 

«=1 1 = 1 1=1 * 

n n 

成立，事实上，若= 0,②式显然成立.若 Za ,：!*/ > 0,令 

1 = 1 1 = 1 

= A ， 则 A > 0,于是，根据不等式①知 

1 = 1 

( 2 W ( > a = 2 a " r *- 

于是不等式②成立，证毕. 1 

【3674】 对于阶行列式 A = | % | ，证明阿达玛不 等式： 

a 2 < TI ( S 4) 

提示 :在存 i 下洗 关系式 

n 

2 a ] } = S , (i = 1，2,…， n )， 

时，研究行列式 A = | % I 的极值. 

证 设 

A = ( a "), \ A \ = \ a,j | , 

考虑函数 

u = \ A \ = \ a,j U 

在条件 = S,，i = 1，2,…， h 下的极值问题，其中 S , >0，/ = 

1 , 2 ,•••,??. 

由 于上述〃个条件限制下的〃 2 之点集是有界闭集，故连续函 
数 w 必在其上取得最大值和最小值，下面求函数〃满足条件极值 
的必要条件，设 

F = “-客 A ,( 名 al - S ,) ， 

由于函数〃是多项式^当按第/行展开时，有 

ft 

w = i A ' = ^ a . jAij , 

> =1 
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• 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


其中 A , y 是％的代数余子式，解方程组 


^ a x 


=Atj = 0 ， i，j = 1 ， 2,… ， w ， 


得 


a ‘， k，. 

当/关々时，有 


= S ^r 2 - = +S A ，_ = o. 

>=i j = \ 厶八 , 厶八 / j=\ 

于是当函数 w 满足极值的必要条件时，行列式不同的两行所对应 
的向量必直交，各以 A ' 表示 A 的转置矩阵•则由行列式的乘法有 


“ 2 = I A ， | • | A | 


0 S 2 


ns . 


因此，函数 w 满足极值的必要条件时，必有 


U =士 


S ,. 


由于“在条件$>〖=5,(/=1，2，〜，^)下不恒为常数，于是 


^niax 


S , ， 


S ” 


从而 


A l 2 < ns ,， （当 = S ,(/= 1，2,…，”）时) 


① 


f 面证明 I a i 2 < n (24). 


② 


若至少有一个纟，使 = 0,则％ = 0,> = 1，2,…， w . 从而 
I A |=0,于是不等式^显然成立，若对一切/，/= 1，2,…，…都 

n n 

有 ^ j a l 关0,令5, = ^al ，则々 > 0 (i = 1，2^"，7?)，于是，由不 
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等式①有 • 

! A l 2 <J^S, = 11(24 )• 

i = l i=H 

故不等式②成立，证毕. 

在指定域内确定以下函数的最大值 ( sup ) 和最小值 
( inf ) (3675 ~ 3679). 

[36751 r = 1-2}-3，若0« + 

解设 

D = Ux ，： y) | + 1}, 

它是闭三角形•即为一个有界闭区域•故连续函数: r 在其 h 必冇最 
尺值和最小值•由于 z 是* r ，《 y 的线性闲数，于是不存在驻点，因上， 
最大值与最小值都在 D 的边界上达到， /) 的边界为三条直线段: .V 

= 0(0 ^ J ^ 1)，了 = 0(0 ^ ^ ^ 1 ) + .y = 1 ( 0 ^ a* ^ 1)，在 

其上2分別变成一元函数:2 = a • — 3(0<« r < 1)，2 =—2 v —3(0 

- = 3. r -5(0< x < l ). 由于这些函数都是一元线性函 
数，故也无驻点•其最大值与最小值必在此三线段的端点（即点 
(0,0) ，点（1,0)，点 (0,1)) 达到，由此可知， 2 在 D 上的最大值与最 
小值必在此三点（0,0)，（1，0), (0，1)达到，由于 2(0,0) =— 3, 
z ( l ，0) =— 2,2(0，1) =— 5,于是 sups ： =—2， inf 2： =—5. 

【3676】 2： = x 2 + y - 12 x + 16)，若 P + / < 25. 

解由 

= 0 , 

= 0 . 

知在/ +y < 25内无解，于是连续函数2的最大值与最小值必在 
边界: r 2 +y =25上达到. 

考虑函数 e 在边界 X 2 +y = 25上的条件极值•设 
F(x 9 y) = z - ACr 2 +/ — 25), 


Dz 

Tx 
丁 y 


2^-12 


2y+l6 
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. 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


解方程组 


clF 

Tx 

rlF 

(1 y 


2x — 12 — 2Xx 


2y+l6-2Xy 


Ij * 2 + y = 25. 

得驻点 P ,(3, 一4)， P 2 (— 3,4)，由于 


之（ 3 , 一 4 ) 


75 , 


z (— 3,4) = 125 


丁•是 sups : 

【3677 】 z 
解由 

f)z _ 

石 = 

^ rlz — 

l ^ = 


125, 


\n{z =— 75 . 


x 2 -xy+y 2 ^\x\ + \ y\^\ 




2y-x 


且 U l + l ：y |<1,有驻点户。(0,0)，相应地,2(只,）= 0 
再在边界 W >0，： y >0 ,*r + ： y = 1 上求驻点，设 


xy + y 2 1 ) 


解方程组 


迅 = 

r?J* 

^1 = 
•r + J 


2x — y — X 


2y — x — X 


得驻点相应有 ha ) = +• 

同理，在另外三条边界线:了>0，>；<0,1-^= 1 上 ，了 <0, 
— y =— 1 上， < 0 ，了 + >» =_ 1 分别求得驻点 

p 2 (f—+) ， p“—f+),Pi(-f-j )， 相应有 


z ( P 2 ) = z ( P ^) 


f ^ (P * ) = T - 
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最后在上述四条边界线的端点 P 5 (1，0)， P ,(0，1)， P 7 (— 1，0)及 
/ Vo ，一 1) 上求函数值 

z(P,) = z(P,) = z(P 7 ) = z(Ps) = K 
比较 z ( P ,)，/ = 0，1，2，"、8，有 
sups : = 1 ， inf ^: — 0. 

【3678 】 w = x 2 + 2 y 2 + 3 Z 2 ， 若 x 2 y 2 + z 2 ^ 100. 

解易知函数 w 在区域 x 2 +y +2： 2 < 100 的驻点为 P 0 (0, 
0,0)，而在边界 X 2 + y 2 + Z 2 = 100上的驻点为 Pi (10,0,0)， 
P 2 ( - I 0,0,0), p 3 (0,10,0),/ V 0, — 10,0), P S (0,0,10) 和 
P 6 (0,0, — 10), 相应地 《( P 0 ) =0, u ( Pj ) = u ( P 2 ) = 100 9 u ( P 3 ) 
= w ( P 4 ) = 200 w /( P 5 ) = u ( P ,) = 300,于是 
supw — 300, inf « = 0. 

【3679 】 w 二了 + ^ + 之’若^十/ 

解讨论的区域由曲面 / +y = z 和平面 : r = 1 ，/ +y < 
i 所围成，两个曲面的交线为 /+y = ^ = i . 

易知区域内部无驻点，在边界面 Z = Ux 2 + y 2 ^ l 的内部， 
“(1，>1) = 1 也无驻点，在边界面 I 2 +y = 

1) 上，有 

u = x^ry + x 2 + y 2 ,{ x 2 + y 2 < 1). 

由 


f)u 


()u 


l +2 *r = 0, 


1 + = 0 . 


得驻点 A ( 


I ■，+ ) ，相应地， ) =—j •在边界线 x 2 + 


y = 2 = 1 上，设 

F(x,y) =x + ^+l+A(x 2 +y-l), 

解方程组 
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f = 1十 2/lr = 0， 
fix 

x 2 y 1 = 1. 

得驻点 — g ， o. 相应有 

u(P 2 ) = l+s/2,u(P z ) = 1 - 72 . 

于是 supw = 1 +72,infw = — 

【3680】在域 > 0,7 > 0, ^ > 0 内求函数 

u = (x + y-\-z)^ (j ^ 2 ^ 3x \ 

的下确界 （inf) 和上确界 （sup). 

解函数“在区域.1'>0,7>0,2>0上是连续函数，因此， 
把区域扩大包括边界时，上、下确界不变，下面就扩大后的区域加 
以讨论，显然当1>0,7>0，之>0时“>0，且《(0,0,0)=0，故 
infw = 0,在区域内部，由 

= e - (鄭如 [1-(: + y + 2：)]， 

舞= e 〜 2 卢: d —. + j + j ]， 

Y z = e" ( ^ 2 ^ 3?> [l — 3(x + ^ + z)]. 

而 e -(^2.^3,) ^ o, 于是函数 w 在该域内无驻点，又 

m = U + y^z)e^ 2 ^ s) 

= (jr + jy + z)，"^、e (妙 2r, 

^ ( x -\- y ~\~ z ) e~ i r ^ y z) ((x + . y + 2 ) - H ~ °°). 

于是函数〃的最大值必在有限的边界上达到，考虑界面： 

x = 0;u(0,y,z) = (y + z)e Wz) ,^> 0 , 2 ^ 0 . 
y = 0 ； u(x 9 0 9 z) = + 3rl ,x ^ 0 9 z ^ 0. 

z = 0 ；w(x， 3 ；, 0 ) = (x + y)e (r ' 2y) ， j > 0，y > ()• 
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同理，这些界面上无驻点. 

考虑边界线:= 0. v = 0，z > 0，“(0,0，z) = ze * 

得驻点尸 1(0,0 ，+)， 相应地， “(A) = 士 e 」，同理在边界线 .r = 

0^ = 0 , y ^ 0 上可解得驻点 P 2 (0，+，0) ，在边界线 j = 0, 2 = 


0，*r >0 上有驻点 P 3 (1，0,0)， 相应地 ， W (P 2 ) = ^ e ~\ u ( P ,) = 

e 一\边界线的一端为原点，另一端伸向无穷远，于是 
•supw = e _1 . 

【3681】证明 ：函数 


z = ( 1 + e v ) coju — ye v ， 


具有无穷多个极大值而没有一个极小值. 
证解方程组 


有 

由于 


fl y 


—(1 + eOsiw = 0, 


v ( cosj - — 1 — y ) = 0. 


x = kii^y 
(1 2 Z 


(—1^ — 1,6 = 0, 士 1, 士 2, …. 


—(] 十 e v ) cosx • 


fl 2 z 


=— e v sin.r • 



=e v (cosx —2 —jy). 


于是在点 （2"m，0)(/?z = 0, 土 1 ，…） .A =— 2，B = 0 9 C =_ 1 及 
AC - B 2 = 2 > 0,此时函数 z 取得极大值 • 而在点（（2//7 + 1 )7t, 
- 2)(,n = 0, 土 1,…）， A = l+e_ 2 ，B = 0，C= 一 e— 2 及 AC — i3 2 


=-e~ 2 -e- 4 < 0,此时函数 z 无极值. 

【3682】函数 /() 在 M ( 々，> ) 点上有极小值是否意味 
着这个函数在沿着经过点的每一根直线都有极小值?研究例 
题 /(I，）） = (1—y )(2 j*— y )• 
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. 多变量函数的极值 


第六章多变量函数的微分运算 


解 对于每一条通过原点的直线 

y = kx < x <+ oc ), 

皆有 j \ x , kx ) = ( x - k 2 x 2 )(2 j ：- k 2 x 2 ) 

=^ 2 ( l - k 2 x )(2- k \ r ). 

当 0<| i |< + 时 •/( 了， 匕>>0, 但 /(0,0) =0 •因此，函数 

在直线 y = kj - 上在原点取得极小值零 • 

对于通过原点的另一条 直线 : .r = 0有/(0 0 ，）= y ，于是在 
原点也取得极小值零. 

因此，函数 / Cr 0 ，） 在一切通过原点的贞线上皆有极小值，但 

/(“ ， v/ 175^) =-0. 25/ <0,(“〉())• 

因此，函数 /(. W ) 在 (0,0) 点不取极小值，此例说明 ：尽管 /(.^ 
: V )在沿着过点 M , 的每一 条直线 h 在均有极小值•但却不能保 
证 f ( x . y ) 作为二元函数在点—定有极小值 • 

【3683】将指定的正数 a 分解成〃个正的因数，使他们的倒 
数的和为最小. 

解由题意，我们考虑 w 丄在条件“ =或心= 

|«1 

2 liLr r ( a > 0，了, > 0) 下的极值，设 

，=I 

n 

F(x\ ， j. 2 ， … ， 《 r") = w + A( 2lar, — lna )• 

l — l 

解方程组 

= — t + — = Of / = l ， 2，"-，，“ 
rlr, X ； Xi 

< 

" 

a = n^- 

i=l 

有 X , = Y fZ = l ，2，..、 w . 

A 

从而有 = ^2 = ^ - u(xi , X 2 = m 七 . 
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当点 PCthA ， …， A ) 趋向于边界时，至少有一个4—0,即 
—而 w >丄，故 W — + 00 , 因此，函数 w 必在区域内部取得 

JC , JCi 

最小值，于是•将正数 a 分为〃个相等的正的因数 ai 时，其倒数和 
na ” 最小 • 

【3684】将指定的正数〃分解成〃个加数，使他们的平方和 
为最小. 

解考虑函数《 = 在条件“ = ^ J x i ( a >0 ) 下的极 

1=1 1«1 

n 

值，设 F ( x \ ，《 r 2 ，…， i ”） = u — — a ) ， 

解方程组 

^— = 2 xi + A = 0，/ = 1，2，•••，？?， 

ffX , 

< 

n 

2 = “• 

i=i 

有 *rY = 4 =…= j ;; =見， 

n 

u ( x ( l ，: r 2 ) ，…，: r :;) = — . 

n 

当^个相加数中有若干个相加数•-士〜时，平方和 — + CO , 
因此•函数 w 必在有限区域内取得最小值，于是，把正数 a 分解为77 

个相等的相加数&时，其平方和^最小. 

?! n 

【3685】将指定的正数 a 分解成〃个正的因数，使他们指定 
的正数幂之和为最小. 

解考虑函数 

n 

u = ，( a , 〉0)， 

1=1 

n 

在条件 lna = 2 lor, ， （a > 0，《 r , > 0)， 
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下的极值，设 

n • 

F = m — A( 2 Itlt, — lna ) ， 

解方程组 ) 

— — = 0, /= l ，2«，."， n ， ① 

^JCi Xi 

^llar, = \na. ② 

.1*1 

由①有 



代人②有 

^ + = ,nA §^ 


令 

则有 X = aJ Y\ati = ( c^Ylati ) ^ » 

1=1 1=1 
1 

(ajjai )2^ 

Xo = ———；- “• = 1，2，•••，”， 

K = |^ = 庳 = (§ 士 )( 夺”如 

显然，函数《在区域内部达到最小值，于是，所求得的〃即为最 
小值 • 

【3686】在平面上给出 w 个质点 Pi(xi，《yi)，P2(«T2，：y2) — 
PJl ，％)， 其质量相应地等于冲， m 2 r ^ m n . 

点 P ( x , y ) 在什么位置，系统对这个点的转动惯量是最小的? 

解 设 f ( x , y ) = — Xi ) : + («y — y) 2 ]， 

1=1 
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解方程组 


— 2 ^ m, (j — Xi ) 
ox 


0, 


有 


=2 Y jm ,(y-y i ) = 0 . 


x 0 = 文州 , Uu 




n 


其中 M = 

1-1 

当1-^00或3； — 00时， /- H ~ oo , 因此，点 P ( x 0 f >) 即为 所求. 
【3687】 在怎样的尺寸下容积 V —定的幵敞式长方体浴缸 
表面积是最小的？ 

解设浴缸长、宽、高分別为 《 r ，《 y ， M 则考虑函数 
S = 2(t + y)/i +jry 9 
在条件 V = xyh ,(x > 0 ,.y > OJi > 0), 

下的极值.设 


F(x^y,h) = S — \(jryh — V) 


解方程组 


(IF 

flj ： 

<1F 

rlF 

Th 


y + 2h— Xyh = 0 


x + 2 /j — }jch = 0* 


2{x + y) — Xry = 0 • 


① 


② 


③ 


j'yh = 

由①，②，③有 

1 , 2 . 1 , 2 

I + — = A = 了 + — 
n y h x 

于是 xo = yo = 2/ i 0 = \/^V 




ho 


yw 
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• 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


从实际问题的常识可以断定 ，一 定在某一处达到最小，因此•当长 


宽均为高为 A 时，浴盆的表面积最小，且最小表面积为 s 




事实上，当.^^^中有任一趋于零^^—+^则由^^了^ 
即可断定: r.y -►十 w ， 但 S >： o /， 于是 S - H ■⑴，当中有任 
一 个趋于+〜时，一定引起至少有另一个趋于零，重复上面的讨 
论知 S —+ CX )， 因此，连续函数 S 必在区域内部取得最小值. 

【3688】半圆形横断面的幵敞式圆柱体浴缸的表面积等于 
S ， 在怎样的尺寸下该浴缸具有最大容积？ 

解设圆柱半径为心高为 A ， 则考虑函数 V = 在条件 


S = 7：(r ■+■ rh ) (r > O.i 
F 的极值，不妨忽略系数设 

F = rh — A ( 厂 2 + A _ 吾 ) ， 


解方程组 


rTF 

dr 

rlF 

clh 


2 Ht - A (2 r + //) 


~Ar 


VS 人 =2 VI ， 


从而有 Vo 


Tirt,ht) 




由实际情况知， V —定达到最大体积，因此，当 h = 2r Q 


^时•体积 K 




T 最大. 
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事实上，由 P+A 


知 r 2 和 A 恒有界，当或 /i 


+ 0时必有 V — 0•当 / i— +00 时，由4有界可推出 r - H *0, 因而 
V -0( 显然不可能 r 4 CO ) ，于是，体积 v 必在区域内部达到最 
大值. 

【3689】 在球面 x 2 +y = 1 上求出一个点，使这一点到 
指定的^个点从^以^川二^，……，〃）距离的平方和是最 
小的. 

解 考虑函数 


n 


u = — J-,) 2 + (y — yi) 2 + (z — Zi) 2 ~], 


在条件 x 2 + y + z 2 

下的极值，设 


F(xny 9 z) = u — X(jc 2 + ： y 2 + z 2 — 1 ) ， 


解方程组 


盖 = 2[ 客 (i-:,)-A j] = 2[(w-A)x - ] = 0 

^ = 2[( W - A )>-^]=0. 

|~ = 2 [(” — A)z— !>,]= 0 ， 


lx 2 + y 2 + 2 2 = 1 

由①，②，③有 




1 n 

Z = n 2>， 




代入④有 


(^― a ) 2 = ( 2 j *) 2 + ( S ^) 2 ^ ( 2 ^) 
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. 多变置函数的极值 


第六章 


^,( N >0). 


于是有=是2:.’：/= 士2乂’ 2 ’= 士 S z ，- 

及 x " = _ ，/ =- H .，: =-^S 


从而 


乂一 一 ]^ y，， z _— 刃今 

u(.x\y jz ) 

= 文 [Cr' 一 *r •) 2 + ( ：/ - ：y , ) 2 + ( / - 右 ) 2 ] 
1*1 

=”(〆 2 +y ，2 +〆 2 ) — 2x f 2^*1 —2/2^ 

f = 1 I »1 

— 2z^Zi + ( j? + y/ + gf) 

I s *! #*1 

=”- 易 [( 1>,) 2 + ( 1 ： > 0 2 + ( 1 >,) 2 ] 

i=l #»1 /=1 

+ 文 (W + ，? + W) 

i = l 

= w -2 N + 文 U ?+)，?+:”• 


同理有 u { x \ y \ z ) = n + 2iV + 文 (x? + _y? + g” 

f-I 

〉 u(x 9 y \ z ). 

由函数“在闭球面 x 2 +y +^ = \ 上连续,于是必取得最大 
值及最小值•从而当 *r = x\y = y\z — Z 时， w 最小，同时也说明 
当 了 = x\y = y\z = z 时， w 最大. 

【3690】 由直圆筒并用直圆锥作顶的一个物体，该物体给定 
的全表面积等于 Q， 求其体积最大时的尺寸是多少？ 

解设圆柱部分的底半径为 R， 高为 L 圆锥部分的母线与底 

面的夹角为《，则有 nR 2 + 2 M +^ = Q 为常数，其中 R > 0 . 

cosa 

6>0,0< a < 寻，考虑函数 
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V(aJi^R ) = 丌/? : /2 + 7 丌 / ?’’tana ， 


在上述条件下的极值，设 


F( a ， h ， R) = 3R 2 h + Rhana - x(R 2 +2Rh + 


R 2 

cosa 




解方程组 
rlF 

Ta 

dF 

rlh 

纪 

clR 


R' XR'sina _ n 
cos - a cos a 


SR 2 - 2RX 


= 6 料 3A、ana - (2/? + 2A + 盖 )A = 0 


R 2 + 2Rh 


R 2 

cosa 


① 


② 


③ 


④ 


由②有 


R . 


代人①，得 


sina 


由于 0< a < 寻 


于是由 


sina 


cc ^ = f ， t _ = 2 

3 >/5 


代人③得 


6Rh 


+ ^ ： 


3R 2 + 3Rh + 


穿 : 


Rh 


+ 1 


354 




. 多变 量函数 的极值第六章多变量函数的微分运: 


或 


1+ 如 


代人④有 


从而 


叫 2+ |) 记中 

R _ 72(/5-!) ^JQ 


相应地有 V。= tzR 2 Ii +4-7r/^tana 


1 


+去 


3 75 


)^ 3 = ( 1+ iy|) 


nR 


= 3+75 3-/5 Q 72(75-1) 

— 3 兀 • 4 TT • 4 

^72(75-1) 辰 

""12 V 7 T - 


R 2 


V? 


现考虑边_，由_/^及 i 皆为正的有界量. 
1° 当+0时，由似及1有界可知 


cosa 


V = 


n(Rh)R-\- ^[^~)^ina • R 0, 


kR 2 


2 ° 当 W 时，需要有当圆锥全面积 = 常 


数）时，圆锥体积V = |7r^tana 的最大值，用/表示圆锥的斜高 


cosa 


/《tan “ 



R 2 


W 


cos - a 


于是 




izR 2 VI 2 - R z 
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故 V 2 = ^ QR 2 ( Q - 2 nR 2 ).Re 

于是易知 V 2 当尺 2 = 吾(即 K== 士 时达最大值，且最大 

体积 V ,= 

易验证 ^ <Vo. 

3° 当 +00 时，由觔有界知+0,由1°知 V —0. 

4。当 cr — 吾一时，由尤有界可知 R—fO, 由1。知 V—0. 

2 cosa 

5°当 a 4+0时，可以求得达到最大体积的尺寸为 
h = 2 R , 


及 Q= v^W. 



易证 v 2 < Vo. 


综上所述，我们有当 i? = = arC sin| ■时， 

所研究的体积V达到最大值 

Vo = ^Al^. 

【3691】物体的体积等于V，该物体是个直角平行六面体， 
其上下底是同样的正四角锥.在角锥侧面与它的底成什么样的倾 
角时使物体的总表面积是最小的？ 

解 设长方体两底(正方形）边长为 〜高为 M 棱锥侧面与底 
面的夹角为&则 



考虑函数 


V = a : h + —a' tana 



. 多变置函数的极值 


第六章多变量函数的微分运算 



cosa 


在上述条件下的极值，设 

F = S — + ja 3 tana - V ), 

解方程组 


OF 

da 

4h+ 4a 
cosa 

— 2kih — Aa" tana = 0 ， 

① 

3F 
dh ~ 

Xa 1 = 

= 0， 

② 

aF 

石 = 

2a 2 sina 
cos 2 a 

3 cos 1 a * 

③ 

a l h + 

1 3 . 

— a^tana = 

=V. 

④ 


由②，③有 a = arcsin 
由3690进一步可求出 u 和^ 

类似3687题的讨论，当 “-►+0，“一+oo，/ l -►+oc• a — 号一 

0 等情形皆能证明对于边界为 a = 0 & h = 0这两种退 
化情况，类似3690题，可证明，此时的全表面积比 a = arcsin | •时 

的全表面积为大，于是，当 a = ar CS i n | ■时•物体的全表面积最小. 

【3692】矩形的周长为 2P， 求绕其一边旋转可形成最大体 
积的那个矩形. 

解 设矩形的边长为I 和,考虑函数 V = Trr^ 在条件 x + 

y = P 下的极值•设 

F = V — X(x + y — p ) , 

解方程组 
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有 



由于在边界上，一边为零，一边为 P ， 有 v = 0, 于是，当矩形的 
两边分别为时，旋转体的体积最大. 


【3693】已知三角形的周长为2/>,求出这样的三角形，当它 
绕着自己的一边旋转所构成的体积最大. 

解 如3693题阁所示以 AC 为轴旋转的参 数:高 及二兔 a , 
尽考 虑函数 



3693 题图 

V = -^-7rA' (tana + tan/?), 

在条件 H — ^+/i(tana + tan/?) =2 /?， 

. cosa cos(3 

下的极值.不妨略去常数 ^ TT ， 设 
F = (tana + tar^3) 

— A (—- 1 - +/ztana+ /ztan/?— 2 p ) • 

\ cosa cos 々 +/i t / 

解方程组 
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. 多变置函数的极值 


第六章多变量函数的微分运算 


^ = 3/i' (tana + tan/3) — A ( tana + tan/?) = 0 


flF h 


cos -a v cos^£ 


k ) =0 


<2E = h' 
叩 cos-/3 


cosa 


M 篇 4 ^ ) =0 , 
+ ^^ +taito + tai ^ = 2P . 


由②，③有 
a = /3，A 


sina 


h 2 

I + sin/? f 


代入①式，得 sina = sin ^ 


于是 


/?tana 


3 cosa 


，代人④式，有 


从而得三边分別为 


AH 


= 2htana 


讨论边界情形，当+ 0或 A — P 时，显然有 V — 0，对于二 


柏 a 及/?必存大小限制：0 ^ a < ~^+ 0或 a 


—f — 0或 — a 时，同样皆有 V — 0,于是，当三角形的三边长 

分别为+ •¥，¥，并绕长为+的边旋转时，所得的体积最大. 

Z 4 4 I 

【3694】如何在半径为 R 的半球中嵌入具最大体积的直角 
平行六向体. 

解不失一般性.设此长方体的一个底面与半球所在的底面 
重合•另外四个顶点在半球球面上，且半球面在直角坐标系下的 
方程为 x 2 + y +^ 2 = i ? 2 , z 彡 o . 

又设长方体的长、宽、高分别为 2 了, 25 及 2 (^> 0 , 7 > 0 ，^> 0 ), 
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考虑函数 V = Axyz 在上述条件下的极值，设 
F = xyz-X(x 2 +/ + z 2 - 尺 2 ), 

解方程组 


^ = yz-2Xr =0, 
dX 



=xy-2\z = 0, 

nZ 

x 1 + y + Z 2 = R 2 . 

有 x = y = z = 

/3 

由于在边界上(即1-*+0或）-^+0或2：-^+0时），显然 V 

0,故当直角平行六面体的长、宽、高为及#时,其体积最大. 

v 3 V 3 v 3 

【3695】如何在给定的直圆锥中嵌入具最大体积的直角平 
行六面体. 

解不妨设直圆锥的底面半径为髙为//, a 长方体的一 
个面与直圆锥的底面重合，两个边长为 2 a •和 2. v ， 四个顶点在直圆 
锥面上，高为 t 过直圆锥的高和长方体底面的对角线作一截面, 
如3695题图所示. 


C 



3695题图 

则 CD = H，EK =FG = z,AD=R 9 DE= V x 2 + y 1 ,{H-z)R 




• 多变 量函数的极值 第六章多变量函数的微分运 


= H . vV + y ， 其中仏 H 为常数，考虑函数 V = 在上述条 

件下的极值 Cr > 0 ，：y > 0,2 > 0). 不妨略去常数4,设 


^yz — A[H y/x 2 + y — (H — z)R ^\ ， 


解方程组 


clF 

rlr 

aF 

<1F 

dz 




XHx 

AHy 


① 


② 


sy—XR 


i(H-z)R 
由①、②得 T = 

AH 4iii./. 


T 7. 


. y ， 代人③ ，有了 


=M = 


③ 

④ 

v /^， 又由①可知之 


/m 


，把: r ，. y ，2： 代入④得 


解之有 


AH = H 

Vm ~ ^ 


R ， 从而有 


/2 AR . 




M 然，在所讨论区域的边界 h (即 


() 或 j 0或 


+ 0) 有 V -0, 于是当直角平行六面体的高等于 f 圆锥的高时，其 


体积最大. 

【3696】 如何在椭球4 + ^+^ = 1 中嵌人具最大体积的 

cr lr r 

直角平行六面体. 

解 此直角平行六面体的对称中心为原点.设其一个顶点为 
(: r .： V ， c )， 则由题意•考虑函数 V = 8. rv 2： 在条件 t + ^ + ^2 = 
lCr >0 ^y > 0 ，c > 0) 下的极值.不妨略去常数8.设 
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f=^-aK+^+4-i) 


解方程组 


--W-2A v 


0 


clF 

SF 

dz 




2 A •在 


+ 


xy — 2\ 


有 


a — b 



这时 V = — ^― • ahc > 0. 

373 

现讨论边界情形 ， M 0^ y-^b — 0^ z-^c — 0 中任一个 

成立时，则另两个变量皆趋于零.总之，在边界上，恒有 V - 0. 于 


是，具有最大体积的直角平行六面体的长、宽、綱为 I ， 


2 b 2 c 

【3697】如何在其母线/与底平面呈 a 角的直岡锥中嵌入具 
最大表面积的矩形平行六面体. 

解设圆锥的底半径为 R ， 高为 H •则有 R = / cosa , H = 

/ sina，g = tana •内接长方体的放置方法与3695题相同.设底面 


的两边分别为 2 dco ^, 2 dsin 0, 高为 A ，则0 < d <尺，0 < A < f / , 
0<^< f ， 且 / z ， d 由条件^ ^ ^约束•该条件可改写为 


d • tana + h = H = / sina ， 

所求的全表面积为 

S = 4( d 2 sin 2^ + d / isin ^ + d / icos ^). 
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( 1 ) 固定 d 和/2，考虑 S = S ( d ) 的变化情况，由一元函数极值 
求法，易知仅有 S f ( f )= 0 , S ( 6 ) 在 f 处达到最大值 S = 4(d 2 + 

即底面为正方形时5才取得最大值.因此，原问题可化为 
在条件 d • tan^ + /i = /sina(d > 0,/? >0) 下，求函数 S = 4(d 2 + 

72 d/0 的极值. 

(2) 边界值情形.当 d~M ~0( 此时 — — 时，显然 S — 0, 

当 A-^+0 (这时 d —R —0) 时 ， S —4 R 2 . 在后一种情形，全表面积 
退化为上、下两个正方形面积之和. 

(3) 在区域内部，设 

F = 4 (d +v^d/2) — A(dtana + /j — /sina) ， 

解方程组 


OF 

rid 

= 8 d + 4 \[2 h — Atana = 0 ， 

① 

< rlF 
clh 

= 4 \/^d — A = 0， 

② 

d • 

tana + h = / sina . 

③ 

由②有 A 

= 4 心•代入①得 


h = 

(tana 一 >/2) d . 

④ 


由 A >0, d >0 知，当 tana 时，方程组在所研究的区域 

内无解.此时, S 的最大值必在边界上达到，即在 A 4+0时达到 

伙 2 .当 Uma 〉万时，将④式代入③式有 


此时 


2 tana 一 >/2 


/sina 


tana — >/2 
2 tana — \/2 


S = 4 (d 2 +^ 611 )= 



2/? L tan g 
>/2tana — 1 


由于 （tana — J 2 Y = tan a — 2(>/2 tana 一 1) 〉0， 

于是 - >2. 从而， S > 4斤，即在该点的值大于边界 

v 2 tana — 1 
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上的值，因此，它为最大值.于是，当 t a na > a ， 长方体底面为正方 


形，边长为 2 dsinf 
表面积为最大. 


/sing 

>/2tana — 1 


，高办 


/ sina . 响 — ^ 时，全 
2 tana — v 2 


【3698】如何在椭圆抛物面三=^ + 

c b l 

人具最大体积的直角平行六面体. 

解设长方体的长、宽、高为 2x ， 23^A = 


Z = C 


的一段中嵌 


考虑函数 V 




= ^ yx(c — z ) 在条件 p + 备 


-^(jr^>0 9 y^>0 9 0<^z 


< c ) 下的极值.不妨略去常数 4 .令 






—-4-^- 
a 2 ^ b 2 


f) 


解方程组 


dF 

aF 

dF 

dz 


yCc — z ) — 2 X • ^2 = 0 


x(c — z ) — 2 A 


:：y + +， 




a 2 亇 b 2 


① 


② 


③ 


④ 


把①，②，③三式分别乘以 U,(c — z )， 比较有 


tL. _i_Z_ 

a 2 ^ b 2 


c — z 

~ lT % 


代入④式得 


C— z 


由于边界上 V 趋于零，故长方体的最大值必在区域内达到. 



于是，当平行六面体的尺寸为 “泌 及 i 时，其体积最大. 

【3699】求点 Mo ( x Q ，>， 2 :。 ） 到平面 Ar - hBy-\-Cz + D 
的最短距离. 

解 由题意，问题转化为求函数 

r = (x — x 0 ) 2 + (y — yn) 2 (z — z 0 ) 2 * 

在条件 

Ar+By4-cr + D = O, 

下的极值.设 

FCx ^ y ^ z ) = r 2 + A(Ar + Bjy + Q : + D > ， 

解方程组 

f ^ P" / X I « A r\ 


fix 

clF 

3 F 

Tz 


2( j - — x Q ) + AA 


2 (^ — ) + AB 


2 (z — z 0 ) + AC 


\Ar + By^Cz + D = 0. 

由 ①，②，③有 

— 4-AA 9 y = y 0 — 4-AB, 


① 

② 

③ 

④ 


20 一 +义 (?• 


⑤ 


代人④有 


2( Ar 0 + Byo + C^o *4 - D) 


⑥ 


a 2 +b 2 +o ^ 

把⑤，⑥代入 

r 2 = (j —o '。） 2 + (J — >) ? + (z — A ) 2 ， 

有 r _ i Ar 0 + By 0 + Gr 0 + D | 

厂 — v / A 2 + B 2 + C 2 • 

当 x 中有任一个趋于无穷时, r 趋于无穷.因此，在区域 
内 r 必取最小值. 

于是，点 M {) ( j - 0 ^ yo ^ z 0 ) 至平面 Ar + By - j rCz^rD = 0 的最 
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短距离为 

r _ 1 Ar 0 + By 0 + Cz 0 - f - D 1 

JA 2 + B 2 +C • 

【3700】求下列空间两直线之间的最短 距离： 

' jr — xi = y — y \ = z — z } 

Pi 

和 m = 厂 a = 

m 2 7 h P2 

解当两直线不平行时，直线上一点趋于无穷远处时，与另 
一直线 I :各点的距离，都趋于无穷.因此，不平行两直线的最短距 
离必在有限处达到. • 

令 

r x (/) = l x t + r !0 . 

分别表示直线 

d = d = g _=!5- l ， Q 

/"I ^1 p \ 

厂 2(、） = /?•、• + 厂20 • 

m n 2 p 2 

其中 /，.、 •为参数 

l \ = \ ”1\ ，”\ ， } ， 【2 = i ， ”2 ， fi2 } ， 
n 。 = Ul ^1 ^1 } ^20 = U 2，），2，：2>. 

又 i 己 r 0 = r I0 — r 20 = { x \ — x 2 ^ y \ — y2 ^\ — Q } ， 

始端在直线②上，终端在直线①上的向量为 

-^ —% - 

w (/,. s ) = { l\t 4- r 10 ) _ ( + r 20 ) = l\t — / 2 . V + r 0 . 

③ 

由题意，即要求丨 w (/ o ) I 的最小值，它必在有限的 /，.、• Ir . 取 
得•令 1 C ，= i “'(/••、） |- = I i \ t — l 2 s + r 0 1 2 

= l \ r -\- l \ s 2 + r 0 —2 {li • l 2 )st 

-^-2 Ui • r 0 )/ r 0 .v — 2(7 2 • r 0 ). v . 

其中 l \ = 7 j • 7 i t/l = 7 2 • 7 2 »ro = r 0 • r 0 . 
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第六章多变量函数的微分运算 


W 取极值的必要条件为 

f 孕 ’ = 2[ 价 -(7, 


7,)5 +(7, - Po)] 


2[/?5 一 （/l • /% )/—(/? • 厂 (>)] 


解之得唯一驻点(/。^)， 

= 一 11(1 \ • r 0 ) — ( / 1 • / 2 )( /2 * 广0 ) 

° ~ - / 2 ) 2 ’ 

. 二 iHh • r^-Ch - / 2 )(7, > r 0 ) 

l\l\ — (Ti • 7 2 ) 2 

于是 I u ( tn . So ) | 即为所求的最短距离，下面计算丨 “心知 ） | .令 

a = \// f /§ — (/, • i 2 y , 

M 然有 A 2 = I /, I 2 - r / 2 l 2 -[l /, M h I cos (7, J 2 )] 2 

=1 7i I 2 • I 7 2 | 2 sin (7i,7 2 ) =1 7i x/ 2 I 2 . 

即 A = | 7, X / 2 I . 

把 / w 。 代入③式有 


•為 

W ( /() ， >0 


A 2 


ro)[/i/, -(7] - 72 )/ 2 ] 


-+(/：?• 厂0 ) [/? / Z _ ( / 1 • / 2 ) / I ] + 


经计算有 


- » 

W ( /q • •、•() 


A 2 


( T , . ro )[ lili -( 7 i - / 2 ) 2 ] 


• (7 2 - ro )[/ f (/, - 4) 一 （A • / 2 )/ f ] + (/ ： o - 


因此 



W ( /,) • 5o ) • / 2 = 0. 


1(( to ^ So^ 11 / j X / 2 • 






u ( to ^ So ) ! 


C ^ 

• ; i = 丄 


- (/i x 7 2 ) | 

1 — 

•He 1 

^*2 yi — 

y: 

A 

r! — z 2 

叫 

?l\ 


Pi • 

mo 

HZ 


Pi 

fi\ 

P\ ? . 

4 - 

p' 

m, 2 

n> 

p2 

Pi 

m 2 丨 # 


其中 八 = 」 + + • 

V 爪 2 f h I ”2 p 2 p 2 

且正负号的选取，保证所得结果为正值. 

【3701】求拋物线 j =分与直线I一 j — 2 = 0之间的最短 
距离. 

解设(々，％)为 M 物线 y = Y 上任一点， (.r 2 , 力）为直线 
了一 V一2 = 0 1:的任一点•由题意，问题为求函数 

r = ( j 2 — ) 2 + 、 y.t — % ) 2 ， 

在条件下 .Vi — J : i = 0. x 2 一义2 — 2 = 0下的极值，显然，由几何知. • 
当两点(々•％)和(々.％)至少有一伸向尤穷时， /* 也必趋于无穷 
大，故 r 的最小值必在有限处达到.设 

F ( x \ , x 2 yy \， y !) = r 2 +Ai ( y \ — x 2 \) +A?(.r 2 — )，2 — 2)， 

解方程组 

( f ir 

I C% i \ O % f\ 


r 7 .r 丨 

ar _ 

fl ^2 

OF 

^ y \ 

义 V 2 


— 2(x? — .ri) — 2 Ai.ti 


2( x 2 — J \ ) + A2 


一 2( 力 — Vi ) -f Ai = 0 


2( v ， 


As = ㈠ • 


V 2 ~ 2 


有唯一的一 组解心 


， j ， 


11 


.于是，所求 
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的最短距离为 



【3702】求有心二次曲线的 半轴: Ar 2 + 2^0 ；+ Cy = 1. 
解设(々，>)为二次曲线 Ar 2 + 2 fir ： y+Cy = I 上的点， 
则 _>) 也为该曲线上的点.因此，原点(0,0)即为曲线的 
中心.由题意，问题为求函数 W = /+ /在条件 Ar 2 +2 iiry + 
Cy 2 = 1下的极值，设 

F = x 2 + r - A ( Ar 2 +2&) +CV - 1)， 

解方程组 

1 

—-r- = (AA — l)x + XBy = 0, 
l nx 

-4 = ARr + (AC — l) y = 0, 

l fly • 

At 2 +2 Rry + Cy 2 = 1. 

要方程组有非零解， A 必须满足二次方程 

= 0， ① 

由题设知二次曲线为冇心的，闪此 AC 2 —仔关0•由方程① 
可求得两根 A, 和 A 2 (A, ^A 2 ). 将 A 的值代入方程组•求得对应于;^ 
的解 (A，％) 和对应于；1 2 的解 (x 2 ，.v 2 ) •相应地有 

w(xi V V|) = X 2 \ +y] 

= x \ (Ai (Ari + By \))+^i (Ai ( R2 i 4- Cyj )) 

=Ai (Ar? + ZBa ^yi +Cyi) = Ai. 

I 口] 理 u ( x 2 ^ y 2 ) = x \+ y \ = X 2 . 


XA 一 1 Ali 
kli AC-1 



1° 当 AC — B 2 >0 且 A + C>0( 或 A>0)fl 寸，由①解得 



(A + C) 土 y(A + C ) 2 ~4( AC - fj -) 

2 ( AC - B 2 ) 


> 0 , 


即有 A, 彡 A2>0, 于是 ^ 的最大值，最小值必在区域内达到,因此， A, 和 
A, 分别为 w 的最大值及最小值.此时，所对应的曲线为椭圆，长、短半 


369 




f 吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

轴的平方分别为幻及义”当义, =A 2 (A = C,B = 0) 时为圆. 

当 A + C <0( 或 A<0) 时，两根 A,，A 2 皆为负，相应曲线无 
轨迹 • 

2°当 AC —B 2 <0 时，久 1 >0山<0，此时只有一个极值入 1 ， 
对应的曲线为双曲线 .Ai 为实半轴的平方，其中特别是 B = 0时, 
曲线退化为一对相交直线. 

【3703】 求有心二次曲面的 半轴： 

Ar 2 + + Gr 2 + 2 Dxy + 2 Eyz + IFxz = 1. 

解由上题知，曲面的中心为 (o,o,o). 由题意，达到曲面半 
轴的点 (.r，3，，2) —定是函数 u (. r , y , z ) = x 2 +y + 在条件 
Ar 2 + By + (V + 2 D.ry + 2 Eyz + 2 Fxz = 1, 

下的驻点.设 

F = u — \(Aj ' + By~ -\-Cz~ + 2Dxy + 2Eyz + 2Fxz — 1 ). 

解方程组 

1 r 7fT 

~ ~2 Tfx = (从 _ 1)了 + AD ^ + XFz = 0, 

I r 7P 

— 2 ( 他 一 l)y-^-\Ez = 0, 

— ^ = XFj : + Ai^y + (AC — l)z = 0 , 

Ar 2 + By 2 + Cz 2 + 2 Dxy + 2 Eyz + 2Fjcz = 1. 

上述方程组要有非零解， A 必须满足三次方程 

AA-1 AD AF 
AD AB-1 XE =0. 

AF XE AC - 1 

设三根为 A, >；l 2 >A 3 •对应于此三根求出满足方程的 驻点. 
和3702题相同，在这些驻点处 aCrad) 的值恰为 A,(/= 1，2,3). 
即 A, 为曲面半轴的平方，与二次曲线的情况类似.根据 A, 的正负 
可讨论曲面半轴的虚、实等问题. 

【3704】 求椭圆柱面_+裘= 1 与平面 Ar+By + Cz =0 

相交形成的椭圆的面积. 
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解只要确定所得椭圆的长短半轴^和^即可由公式 s = 
ttJ /? 求得椭圆的面积. 

原点(0,0,0)在原椭圆柱面的中心轴上，且截平面 Ar +办士 
Cz = 0 乂通过它.因此，原点是截线椭圆的中心•从而长短半轴 J 
和 A 的平方 P 分别为函数 w = +z 2 在条件 

Ax + By +Cz — 0,^7 + ^ = 1, 

下的最大值和最小值，设 

F = u + 2A(Ar 4- By +Gr) 一户(^7 + $ - 1). 

于是达到最大值、最小值的点的坐标必须满足方程组 


1 r?F 
2 lhc ~ 

(1 — +AA =0， 

① 

1 c)F 
~ 2 Ty = 

(i — /4 )^+ab = o. 

② 

1 OF 

z + XC = 0, 

③ 

Ax + Ry+Cz = 0, 

④ 

5 + ^ : 

=1. 

⑤ 


把 ①，②，③ 三式分别乘以了，^^后，然后相加，有/ +y + 
z 2 = p 即从方程组可得由① ，②，③ •④知，若要 
和 A 不全为零，//必须满足下列方程（同时，//只要满足下列 
方程，驻点 (o*，jy，z) 也一定有解） 

i-f 0 0 A 


展幵后有 

o_ 2 

a 2 b 2M 


0 

0 

A 



B = 0, 

c 

0 



B 2 



+ (A 2 + B 2 +C 2 ) = 0. 
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此方程有两正根，显然即为最大值和最小值7，心 9 ，由韦达定理有 

-2T2 _ a 2 bHA 2 +B 2 +C) 

ab — a 

于是椭圆面积 


nab = 


^VA_±^±a AC ^ 0) 


当 c =0 时，平面 Ar +% = 0过 Cb 轴，显然得不到椭圆截 


面. 


【3705】求椭球面 



与平面 xcos a + ycos 戸 +zcos y = 0 9 
相截所得的面积 ( 其中 cos 2 a + cos z /?+cos 2 y = 1). 

解 截面为一椭圆，与 3704 题一样，我们只要考虑 W = x 2 + 
y 2 -hz 2 在条件 

jrcosa + ycosp + zcosy = 0 ， 

和 = u 

下的极值 G > 04 > 0. c* > 0 ) •设 

F = w + 2Ai (xcosa + ycos^ + zcosy) 

-a 2 (^+^+^-i). 

解方程组 



丄逆 =fl_ 

2 dx \ 

~ )x + AjCOSa = 0, 
a / 

① 

丄迮 =(1. 

2 <ly V 

- ^|)：y + AiCOs/3= 0 ， 

② 

1^=(1- 
2 dz \ 

- _ ) 2 ： + Ai cosy = 0 ， 

③ 

了 cosa + ^ycos/3 + : srcosy = 0 ， 

④ 



⑤ 




，• 多变置函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


把①，②，③三式分别乘以: r ，3 Ni 然后相加，有 

u = x 2 +y 2 +z 2 = A 2 

由①，②，③，④知，若要不全为零， A 2 必须满足下 


列方程 


1 - 


cosa 



cosy 


cosa 




cosy 


展开整理有 


( cos 2 a 1 cos L ， j3 , cos 2 y 、 

c 2 a 2 ^ a 2 b 2 r 


cojra I cos' 


cos 2 /? , cos L， ff , cos' y 

O 9 "I 9 

r cr cr 


c ^Y 


此方程苻两正根，显然即为椭岡的长短半轴的平方由韦达 
定理知 

- 2 T2 — _ a 2 b^c 2 _ 

U } a 1 cos : a + b 2 cos 2 (3 + c 2 cos 2 y 

于是，椭圆的面积为 


S = n ab = — ' 7 ■ 

Va 2 cos 2 a + b 2 ros 2 ^+ c 2 cos 2 y 

【3706】稂据费马原则，光线从 A 点射出至 B 点，是沿着需 
要最短时间的曲线传播的. 

假定 A 点和 B 点位于由平面分开的不同光学介质中，并且光 
的传播速度在第一种介质中等于^，而在第二种介质中等于巧 • 
请推导光的折射定律. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

解如3706题图所示，光线从 A 点射出，沿着折线 AiVm 到 
达 B 点，由 A、B 作垂直于 Z 的直线 AC： 及 BD， 并与直线/交于 C: 点 
及 D 点，设 AC = ^,BD =6，CD = 选择角度 a ，/3 为变量，则 

AM = 丄, BM =人， 

cosa cosp 

CM = aXana^MD = bxan (3. 



3706 题图 


于是问题转为求闲数 


f(a^) 


b 


v i cosa ^2 cos/3 


在条件 ^ tana4-/nar^3 = d 下的最小值，其中一 f f 


</?<号（当妨在(1与厂)之间时，^>0，/?>0.当^在(：点的左 
边时， a < 0，/?> 0,当 iW 在点 D 的右边时 •《 > 0,/?<0) ，/ (a./?) 
® 然是连续闲数，又当《 - f — 0时，这时点 M 从右边伸向无穷 


远一一号+0,显然 /( a ， 戸) 当 cr — 一 f +0时，这时点 M 


从左边伸向无穷远 f _0,显然也有 /( a，）—foo , 于是 

在有限处达到最小值，此处必为驻点.设 

F = -1- ^― — X ( a\ana + b \ an 3 — d) , 

v 1 cosa vo cos^ 
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由此可知，光的传播路径必满足上面的关系，这就是著名的光线 
折射定理•此时，由点 A 到点 B 的光线传播所需要的时间最短. 


【3707】在什么样的入射角下通过折射角为《和折射系数为 
n 的棱镜时光线的折射(亦即入射线与出射线之间的角度）是最小 
的?求解这个最小的折射. 

解 如3707题图所示. 



r 


3707 题图 

ABC 为棱镜 .ZBAC = a 为棱镜顶角 （ 即棱镜的折射角 ） ， DE 为 
入射光线，折射后从厂点折射出棱镜•射出线为 和 JFI 分别 
为人射点和射出点的法线，它们相交于 H(/H 丄丄 AB ) •人 
射线/>:的延长线与射出线反向延长线 PL 交于 K ， 令 ZDFJ 
= p，ZCiFJ = y . Z^KM = d^ZHEF = X,/：EFH = ^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


该题的问题 是:当 p 是之间的一定范围内变化时，在何 


时达到极小值. 

由折射定律 (3706 题）知 

sin /3 = AZsinAf 


① 

② 


siny = rising . ( y ) 

由几何关系难求出 a ，#， y ，5， A 和 " 之间的关系： 

A +" = a % ③ 

8 = /?+y —a. ④ 

由于 a 为常数，于是从①，②，③,④四式中消去和 y 得占 
作为/?的函数，令 

F(/3 ， y ， A ， /!i) =/?+ y — a + 々 i ( sin ^— wsinA ) 

t ki ( ” sin/i — siny ) +々3( A+/i — a ). 

驻点由下列方程组决定 


«9 F 

r?F 

f)F 

r 7 A 

rlF 


1 + k\COs^ = 0 


1 — k 2 cosy 


^ wcosA +々 3 


々 2 wcos" + 々 3 


~ K2 rau ^~ 

由⑦，⑧消去得 
々 iCOsA =— k 2 cos/j 

由⑤，⑥得 


⑤ 


⑥ 


⑦ 


⑧ 


⑨ 


尺 1 _ n ^2 

cosp 

代人⑨，两边平方有 

cos 2 A _ cos 2 " 
cos 2 /? cos 2 y 


cosy 
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或 


sin 2 A 1 — sin 2 /i 


1 — sin 1 /? 1 — sin L> y 


⑩ 


把①，②代入⑩有 




1 — sin 2 A _ 1 一 sii 
1 — frsiivX 1 — ;rsin ? /i 


整理有 


( ； 7 2 — l)(sin"A — sin 2 ^) = 0 


由于 


0<； l < f ，0<"<吾 


于是 

或 




1 上， 


代人③有 A 




Q_ 


从而 

于是 


/? = 7 = arcsin(/，sin 号 ). 
d = /?+ y — a = 2arcsin(wsin f ) 


a. 


所求得的 /3 即为唯一的驻点，由物理知识，顶角较小的分光棱镜， 
在区域内确定存在着最小的折射.于是，当入射角 


/? = arcsin 卜 sin 号 ) 

时，贝 U S = 2arcsin( "sin f ) — a. 


应为最小折射，对于作其它用途的各种棱镜，光线的折射路径不 
仅与顶角有关，而且都与整个棱镜的构造有关，这不属于本题所 
考虑的对象. 

【3708】变量值 t 和^满足线性方程 y = ar +6•需要确定 
它的系数.由于一系列的等精确测量，对于0*和7获得了数值/,， 

yi(I = 1 ， 2 , . n) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


利用最小二乘法，求系数 a 和6的最可靠值. 

提 示:根 据最小二乘法，系数 a 和/;的最大概率 值是: 他们的 


误差平方之和= 2(^+/,-^) 2 是最小的. 

1^1 1=1 

解由最小二乘法，系数〃和6的最可靠数值是.•对于它们， 
误差的平方和 

n 

M = ( or ； +/，一）, )• 

4=1 

为最小.因此， h 述问题可以通过求方程组 

^ = 2^ {ax, J tb — y, )x, =0 ， 

•i 

^ +b — y t ) = 0 . 

的解来求解.记 


Dr ，)] = 2^,，[1，1] = 

#=i i~i 

II n 

o ， i ] = = 2%， 

i=l i-l 

则上述方程组化为 

j £2[^^]丄办厂：， 1] = 

1] + Ini = [y ， 1]. 

系数行列式 



[ u ] 

[>，1] 


[ i ， l ] 


=n 


2^ - ( S x ») 2 
1=1 1=1 


=(//— 1 ) —2^jX,x j = ^(x ： — Xj)\ 

i = l i 古 i i^j 

当 A 关 0 时，方程组有唯一的一组解，且 





• 多变量函数的极值第六章多变量函数的微分运算 


[^ ，： y] [i ， l] 
a H] [-r!l] 

[•T • 1 ] 71 

[ u ] [>，： y ] 


^2^ / ^ ) (2^) 

i=i _ i^i _ i=i 

2(1, — jc,y 


()- (2*^/) (2 


[ u ] [>， i ] — 2( n ) 

[ ，， 1 ] n 内 

显然，此时 M 为最小，因此，上述 ^ 和 6 即为所求. 


【3709】在平面上已知个点1，2,……，")• 
直线 .rcos a + ysina — p = 0的在什么位置 nj ■使已知点同这条直 
线的偏差平方之和是最小的？ 

解已知点与直线的偏差平方和 


，？/)• 


记 


99 

M(ajp) = (.r,cosg + .V/sing — p )~ ， 

i=i 

- 1十- 1十 一 1々 






于是所求直线的参数《和应满足方程 

= 2 ( Xj cosg + yj sing — p ) ( y f cosg — x ； sing) 


2 , co ^ Q + (y; — j , 2 ) 

■ — 1 


• sin 2 a 


■ 

3 /ypcosa + a*；/>sina 


n 2 jry cos2a + (y 2 — j* 2 )sin2a 一 2p(yco<<x — isina )」 


① 


= — 2 y ] ( X , coso 4 - ^ y,sina — p ) 


nix 






学分析习题全解(五) 


由②式，解得 

p = xcosa + ^sina. 

把③式代人①式，有 


③ 


= 2 (j • y-xy) _ 

tan 2 a - p -( x ) 2 ][7- G) 2 T 

在 [0,2；r] 范围内，④式的解 cr 共有四个 


④ 


ao ^Qo 


， tto + TT ， 


3 丌 


其中 0< a ,、<f， 把这四个解代人③式可求出 p. 由习惯，取户> 

0,于是上述四个 a 只有两个满足 P ^ O 的要求.记为 a, ，/>, ， cn ， p 2 
这样就得到两条互相垂直的直线. • 

J xcosai +>*sinai — p\ = 0, ⑤ 

larosaz + ,ysina2 — p> = 0. ⑥ 

显然， M(a，/>) 一定在 p 为有限值的点上取得最小值.因此，只要 
比较 M( ai ，/^) 和 M( a2 ，/> 2 ) 的值， M 较小的那条直线即为所求. 
【3710】 在区间 （1,3) 用线性函数 or +6近似地代替函数 


使得绝对偏差 

A = sup I x 1 — (ar +b) | 


(1 « 3 ) 


是最小的. 


由于 


考察函数 

u(a,b) = = sup [j 2 — (or +/;)] 2 

l ^ rc ^3 

f(x,a^b) = a' — (cur +/》• 




2 x — a ^ 


于是当固定心 6 时， /( xw ，6) 只在 x = I 处达到极值 

/(•| ， “ ， 6). 当限制 时，只有当 2<a<6 时， /Cr, “ ， 6) 
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才可能在1 < I < 3内部达到极值.于是 
u ( uj ?) 


max| f 2 ( l ， a ， b ) ，尸 (3， a ， b )， f 2 (号， a，6) 卜 2 < “ < 6， 

max{ 尸（1 ，“，6)，尸 (3，a，6)} ， a < 2或 “ > 6. 

从上式知,对一切 U，6) 皆有 u ( a 9 b )>0. 

设从上式已解出平面区域 a ， a 和,使得 

y 2 ( 1 ^ a 9 b ) = (I — a — b ) 1 ♦ ( a ， b ) 6 Cl \ ， 

尸 （3，a,6) = (9-3 a-6) 2 , (“， 6 a 

“ ( a ， 6) = V ( f ，“)=(*+<，（』 ea ， 

、 2<u<6. 

因 w (“，/，） >0,易知在区域 a (/= 1,2,3) 内部皆无 
驻点.再看区域边界的状况，以 a 和 a 的边界为例，由的 
连续性，知在边界 上有以 = (1—《 — 6) 2 ,且满足条件 

(\- a - b ) 2 = (j+ft) 2 . 


下面求满足条件极值的必要条件的点，设 


于是 


F(u,b ) = 
3F 

Ta 

OF 


= — 


— a — b) 1 + A((1 — a — /，)’ 一 （} +/')) 

2 

2( 1 + A) ( 1 — a — b) — k (t + 6 )， 
2(l+A)(l-a-6)-2A( j+6). 


易验证没有满足 f = 0 ,^f = 0 的点，其中 

da db 

l-a-6^0^+6^0. 

4 

同理，有 a ， n 2 和 a ， a 的边界上也没有驻点，因此，只能在 a ， 
n ,, n 3 的边界交点上取得最小值，即在满足方程 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



(1-U- 

-b) 2 = (9-3a-b) 2 = ( J +6) ， 

① 

的点 ( a ，6) 上取得最小值，方程①可转化为下面四组方程 


1 — a 

2 

— 6 = 9 — Za—b =— (七 ~r /，) ， 

② 

\ — a 

— b = 9—— 3 a —— 6 = 

4 

③ 

\ — a 

— b =— (9 — 3a — b) =— ($ + 办)， 

④ 

1 — a 

— b =— (9 — 3 a 一 b) = + b. 

4 

⑤ 


方程组②无解.方程组③的解为 “ = 4，/; =一 ， 对应的 △ = j ， 

方程组④的解为 a = 2， b = 1，对应的 △ = 2. 方程组⑤的解为^ 
= 6,6 = _7.对应的 A = 2 .综上所述，在区间（1，3)内，用线性函 

数 — | •来近似地代替函数/，即可使绝对偏差△为最小，且 



382 





. 含参置的正常积分 


第七章含参量的积分 


第七章 


含参量的积分 


§ 1. 含参量的正常积分 

1. 积分的连续性 

若函数 /( j ，《 y ) 在有界域尺内有定 
义且是连续的，则 


F(y) 


f(x,y)clr 


在区间是连续函数 • 

2. 积分符号下的微分法 

若在第1条中所指的条件之外，偏导数 /_ v Cr ， W 在域尺内是 
连续的，则当6 y < B 时，下述莱布尼茨公式 成立： 


志 /(: ， )) 心 =‘ /’ v (j ，： y>dr 


在更普遍的情况下，当积分的限是参数 y 的可微分函数 V / 
和 0( ： y )， 而且当 b <C y <Z Bf\^a ^ <p(y) < A ， a ^ ip(y) ，则 

d a 、 I r £ 、 、 •, ， \ r / / 、 、 ,， 、 


[ f(x,y)dz = f(ip(y) — f(<p(y) ^y)(p(y) 

J d v) 



广 y (jr 9 y)dx (b<^ y <C B). 

J c( v> 


3. 积分符号下的积分 

在第 1 条的条件下 ，有: 


rii r .\ r .\ rb 

J ^ f(j ： 9 y)dr = J drj 


【3711】证明 ：不连 续函数 / Cr ，： y ) = sgnU - y ) 的积分 


F(y) 


f(x,y)dz 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



是连续函数.作出函数《 = F ( y ) 的图形. 

证 当一时， 

F ( y ) = 1 • dr = 1. 

o 

当 0 <： y<l 时， 

F ( y ) = (— l ) dr + 1 • dr = 1 — 2 y . 

0 y 

当 1 <}<+ 00 时， 

F ( y ) = (— l)dr =— 1. 

* o 

由于 limfXy ) = lim(l — 2 y ) — 1, WmF ( y ) = 1, 

y ^-H) ~0 

且 F (0) = 1, 

则 F (+0) = F (-0) = F (0). 

于是 w = F ( y ) 在 3 ; = 0 时为连续的 • 

同理 w = F ( y ) 在} = 1 时为连续的，当 y 尹0，} / 1时 ， w = 
F ( y ) 显然连续，于是《 = F ( y ) 在整个 Qy 轴上皆为连续的.如 
3711题图所示. 



3711 题图 

【3712】研究下列函数的连 续性： 

F(y) = I! ^+7^ 

其中函数 fix ) 在区间 [0,1] 是正值连续函数 

解当 y 关0时，被积函数是连续的.因此， FO ；) 为连续 
函数. 
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第七章_含参量的积分 


当 y = 0 时，显然有 F(0) =0. 

当 : V>0 时，设 m 为 /Cr) 在 [0 ， 1] 上的最小值，则 m>0 •由 


F (: y ) > 


limarctan 


,― odr = /warctan — 


于是有 \jmF(y)^^>0 


故 F(y) 当 y = 0 时不连续 . 
【 3713 】 求解： 

⑴ srrTfe ; 


% 

lim 

r^OJ t 


(3) limf x"cosardr ； 
J 0 


(2) lim JX 1 +o 2 dr ； (4) li 】 

cr^OJ —1 ft— 


dr 


i + ( i + f ) 


解 (1) 因为都是连续函数，故含参变 


的积分 


F(a) 


^ dx 
^ o 1 + :r 2 + a 2 ’ 


是 a 在 (_oo ， +cxd) 上的连续函数，因此 

lim ——~~^ = limF(a) 

a— 0 J d 丄十 l 十 r^O 


IimF(a) = F(0) 


= I ： T ^ 


arctaar 


_7 T 


(2 ) 同理 
F ( a ) 


r 


TTZdr, 


是 ( 一 oo, +oo) 上的连续函数，因此 


limf 

<r-^0 J 


x 2 + a 2 dr = limF(a) = F(0) 


y^dx 


2 xdz 
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(3) 易知 

F(a) 


cosarcLr , 


是(一 oc ，+ 00 ) 上的连续函数，故 


lim 

cr-^O J ( 


• 2 cosor dr = limF(a) = F(0) 


clr 


3 


(4) 考察二元函数 


/( i ，： y ) 




1+， 

由 lim(l + = e ， 


0^x^.\jy = 0. 


知/(了，））是上的连续函数•从而积分 F(30 
VcrjUr 是 0 < 3 ; < 1 上的连续函数，因此 


V\mF(y) = F(0). 


从而更有 


lim 


cLr 




把 f (士) = f(o 



J:rfe = ln 




1+e 1 


In 


2e 


【3713. 1】求 dft 

fe->J 0 


解任给 e>0 


•-a 

2 


歸 




1 


^ € + ( 


) 


于是 


Ti^( f 

R ^ J 0 


^-RsisiJ 


d 0< 


由 e 的任意性有 
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第七章含参量的积分 


lim 2 e ~ R ^dO = 0. 

尺一丫 J 0 


iT RsirO dd ^0, 


所以 


0 ^ lim ' e 

J o 


Tim \ 2 e- R ^dd=0. 


rf 

lim e 
R— • J 0 


- R ^ ui ) 


dd 


【 3714 】设函数 /(*r) 在区间 [A ， B] 是连续的，证 明 : 
lim 7 ~\ [/(/ + /?) —/(/)]d/ = fix) — f(a) 

/i-^-rO h J a 


解 


(A <i a <C. x <C. B). 

因为 /Cr) 在 [A ， B] 上连续，于是在 [A,B ] 上存在原函 


数，从而 lim 


士 f [/(，+ /*)-/(，)]& 


lim 士 [F (: r h) - FCa +h) - F(x) +F(a)] 


lim 

h — H ) 


F(x + h) — Fix) 


lim 


F(,a + /?) — F(a) 


= F\x) — F\a) = /(:r)— /(«). 

【 3714. 1 】设 ：（ 1) 在区间 [—1 ， 1]%( 了） > 0,（” = 1 
2, … ）； （ 2) 当 ” — oo 时，在区间 0 < e <| «r |< l<pAx)ZtO 


(3) •当 oo 时，％ ( ： r)dr-► 1. 

证明:若 /( x ) € C [- l , l ], 则 

limj f(x)(p„(x)dr = /(0). 

证任给 e >0， 存在5>0,当 | :r |<5时，有 
I /Cr)-/(0) |<€. 

于是 f(x)<p n (x)dj：— f(0)(p„(x)dj ： 

— 1 — 1 


I /(x)-/(0) I <p„(x)(Lc 
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从而 




lim 


， “ 施 充分大时 ). 

J /(a*)% (:)dr — J f(0)(p n (x)dj ： 


< limej ^ n (x)dr = £. 
由 e 的任意性有 


lim j J ^ f(x)<p n (x)dj ： — ^ ^f(0)(p„(x)dx 

于是有 lim j J /(x)^ n (x)dr — J /((^ 々 (aOdr 

从而 limj f(x)<p n (x)dz 

= lim([ f(x)<p n (x) — [ /(0)^„(j)dr) 

ir^^co J —1 J —1 

+ limj f(0)(p n (x)dr 

=f(0). 

【 3715 】下式中能否在积分号下取极限？ 


0. 


lim 

y-^0, 


o y 


解不能,事实上 


㈤ £7 6 《心 = 1 士 ( 一 + e i|:) =1 3(i—i^) = +. 


而 




lim 4e 」 


: V 


’) 心 = «[: 0 


dr = 0. 


【 3716 】当 j = 0 时能否按照莱布尼茨公式计算函数 F(y) 


In v^r 2 + ： y 2 dr 的导数？ 

o 

解不能，事实上，当 : y 关 0 时 


F(y) = | In v/x 2 + y dr 

o 


xln vx 2 +y 


x=1 -j 

x=0 J < 


x 2 +y 


dr 
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• 含参置的正常积分 第七章含参量的积分 


In J\ 


^- i ：( 



+y 


jcLr 


In \/l + V 2 — 1 + varctan — • 


而 

F (0)= 

于是 

⑻ 


(0) 


lardr 


1 f 1 

jlrLr - cLr = — 1 

0 Jo 


lim 


F(v)-F(0) 


lim ln(1 9 + ， 7 ) + arctan 
y-^+oL 4V 


2^ 


士号， 


lim F( ^- F(0) 


rln(l + y 2 ) { . 1 

=lim - o- - r arctan — 

y—oL Zy y 

故铲 (0) 不存在，另一方面，当 1>0 时 

/ 3 1 / "" 5 ~； 5"\ I V 


(石 


In Vx 2 


T7) 


y =n 

r 2 +y 尸 o =0 . 


从而 


.o(^ in 户 


由此可知，当 = 0 时不能在积分号下求导数. 


【3717】若 F ( x ) 


办,求广(《1*). 


解 F\x) 




Cr 2 ) 


£^ 2 


£ £ 


)d^y 


2xe 


_J, ye- 


【3718】 若: 


(1) F( a ) 


(2) F ( a ) 


Te^cb 

J sina 

r° —dr 

J a+a JC 
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( 3 ) F(a) 


ln(l + 


dr 


( 4 ) F(a) 


o 


f(x-\-a^Jr — a)dx 


( 5 ) F(a) = [ dr sin(x 2 - y 2 —a 2 )dy 

Jo J—o 

求 

解 （ 1 ) F\a) — — sina • e° Mrto — cosa • e fl £X ^' 

• ct>sa 4 - /- T 

+ /l — r’e" 卜， dr. 

sina 

( 2 ) F f (a) = + — ^ing(a 十 a) +「° c 


6 + a 


巧土 W+[“ COS ardr 

a 丁 a crfo 


— (丄 + T~v~ )sina(6 + a) 

' a n r a / 

— ( 丄 H - ^ )sina(a +a). 

V a a +a/ 

( 3 ) F\a)= 丄 ln(l +a 2 ) + \° 7-^—0^= -ln(l+a 2 ). 

a J 0 1 十 or a 


( 4 ) 设 w = «r+ a，v = J* —a ， 


F(a) 


f(u ， 

0 


v ) dr . 


P 是 F f (a) = f( 2 af 0 ) + \ v) —x;)]dr 

Jo 

=/(2a ， 0) + 2[ U (u^v)dx 

J (T 

— [ [ 八 ( 《， 1；) + 八 (“ ， v)]dr 

Jo 

= /(2a ， 0)+2 f u (,u^v)6j: — ^ (u^v)di' 

= /.(2a ， 0)+2(V tt (_)dz. — /Cr + a ， n)|;^ 

0 

=/(2a ， 0)+2 U (u^v)dx 

Jo 

- [/(2a,0 )-/(a,-a)] 
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1. 含参置的正常积分 第七章含参量的积分 


= /(a. —a) +2[ f 1 U (u 9 v)dr. 

Jo 

(5) F 7 (a) = 2af v sin(a 4 + y 2 — a 1 )d^ 

J a" —a 


+ 


dr 



|° [ 盖 J" sin(j- 2 + jy 2 - a 2 )d;y 

fa 2 +a 

2 aj , sin(a , y 2 — a 2 )dy 


{sin[x z + (jt+ a) L ’ — a"] 


sin[j： 2 + (x —a) L> — a 2 ] • (—1) 

J (— 2a)cos(a: 2 y 2 — a') 0 !^ jcLz 

2oj\ sin(a : + y 2 — a') 


{ sin(2 j* 2 + 2ar ) + sin(2j- 2 — 2ar) 


J (一 2a)cos(x 2 + y — a 2 ) d.y | cLr 
2aj , sinCa 1 + jy 2 — a )dj/+ 2 J sir^a* 2 cos 2 a 2 dr 



— 2a 


•o 「 •r+n 9 

dr cos( % y 2 + x 2 — a 2 ) d^y. 
0 J j ~a 


【 3719 】若 FCr)= Cr+jy)/^)^ ， 求广 ( 1 )• 其中 /(:r) 

Jo 


为可微函数 . 


解 


F\x) = 2xf (x) + J" f(y)dy^ 


= 2f(x) + 2xf (x) + f(x) = 3f(x) + 2xf Cr). 


【 3720 】 


若 F(x) = ["/(y) I : r_：y I 办，求广 (i). 其中 “ < 

J a 


b ， f(y) 为 [a ， 6] 区间的可微函数 . 
解 ：r 6 (a ， 6) 时，由 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


F(x) = [ (x — y)f(y)dy-\- (y — x)f(y)dy^ 

J a x 

f\x) = ^；J (x — y ) 6 («y - 工 )/(y)d：y 


d _ 

<)oc 


[(x —^)/(^)]d^ —— x)f(y)~]dy 


u 


f(y)dy+ f(y)dy, 

b 


¥\x、= f(x)+f(x) = 2/Cr). 

当 a: $ (a 9 b) 时，如: r < a ，则 

F(x) = J (y — x)f(y)dy. 

于是 F\x) = £ -^[(y — ^fiy^dy =— 

F "\ x ) = 0. 

同理时，有 rcr) = 0, 综上所述 
广，⑴ =[2/(a-), (a ， b) 

X 10, x (a^b) 

【3721】若 FU) = ^|[dfJV(x + $ + 7 )d 7 (/2 > 0) 
广 Cr). 其中 /(y) 为连续函数. 




求 


解 


F(:) = d^J /(x + ^+ rj)dr/ 


M ： C ； 


f(u)du 


于是 f ^ u )= ^ j *[^ nr /(M)dM ]^ 

= M : [/(:+ …) - /(工 + ⑽ 

1 r fxf2A CjH-h -i 

= ^[ L /(w)du ~L fU)du l 

n) = ^[/(x + 2/z) -/(x + /i) -/(x + /i) +/(x)] 
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• 含参量的正常积分 第七章含参量的积分 


=^2 [/(*r + 2/2) — 2 /(*r + /i)+ /(:r)]. 

【3722】若 FCr) = V(/)Cr - /广 1 d/， 求 (了) 

• 0 • 


解 F \ x ) 


3 x 


[/( OCr - md / 


广(了） 


(” 一l)P/(/)(j*_，)"~ 2 d/， 

Jo 

{ n -\){ n - 2 )[ 

0 


rr^3 


F< 『 " （ o*) = (t 2-1)!J /(/)d/ 

于是 F ( n ) U ) = ( n - l )!/ U ). 
【3722. 1】证明 公式： 


d，，/si 

d^r 


sinj- 


ycos(^ + y )d^ (n = 1，2, …)， 


① 


利用公式①，得出估值不 等式： 

d，， /sirLr\ . 1 

d?V x / ^^+1 
证 当„=1时， 

左边 = 


当 T 6 (—00, +00). 


j'cosjr — sirLr 


右边 = +J^ C0S (7 + 号 ) 办 = ^COSjr 

= A [j^cos^ _ J cos ： ydjy] 




[jcosj — sinr ^ = 左边 • 


于是，〃 =i 时命题成立.现设 n = 々时 •命题成立，即 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


£^(^) = ^ r | Vcos (^ + f ) d ^. 


今看 n = k -\- \ 时情形，由 


dH 

d ? 17 


睁 )4( 刮 卜 + v >) 


詞 : y co + 十 


々丌 

T 


)dy + 士 cos (: y + 夸) 






W 奸 " （ : y)d：y 


★ J:,cW 〜） 

▲[严 cos … (>0 丨: — J : COS ⑷ (^) d / fl ] 

J 72 ^.r^'cos a) (x )— (々 + 1 ) ^ycos ⑷ (y)dy^ 

=^JT 2 [-T* 1 cos(-z- + ^)—(々 + l)hycos (: y + y )d_y], 
于是， 〃= 々 + 1 时命题成立，由归纳原理，对一切自然数心皆有 

W7C 


砉 (〒)= 夫£—(，+ ?)〜 


命题证毕. 


由 


有 


睁)=剖:—卜 +fK 


从而，当 i > 0时， 


5 (^) = = ^ - 


当1<0时， 


d n / sinj-x 

d ?\~ T ) 


< 一7=^[:(一 …尸 土. 


394 




. 含参霣的正常积分 第七章含参量的积分 


故有 


d n / sirrr \ 1 

d?V x I 


【3723】在区间1 <^<3用线性函数“+敁近似地代替函 
数 /( x ) = a * 2 ，使得 [ ( a+hx — x 2 ) 2 dr = min . 


解 


F(aJ)) 


(a + /xr — jrVdr ， 


于是 F ( a ，/，） 是“和 6 的二元连续函数，且易知当 r = 

+ oo 时， F ( a ，/?) +f 00 ,从而 F ( a ， b ) 必在有限处取得最小值，解 
方程组 


r?F 

clF 


3 CO 

(« +&r — x 2 )dr = 4 a + 8 b - — 


x(a + hr — jc 2 )dr = 8“ + 


f - 


40 


有“ = 一 y ，/? = 4, 于是当“ =一^，6 = 4 时 ， F ( u ， b ) 达到最小值， 
所求的线性闲数为 4 r _^. 

【3724】根据函数和 v / TF ? 的均方差在指定区间 
[0,1] 是最小的条件，得出近似 公式： 

V \+ x 2 ^ a+fir (0 ^ J * ^ 1 ). 

解 由题意•问题是在[0，1]上求线性函数《+虹，使得 


(a + hr — %/1 + X 2 ) ~ dr 


min . 


设 


F(ci ^b) 


(a 十 hr — v / TT "? Vdr ， 


则 F ( anb ) 是 u 和的二元连续函数，且易知当 r = Vcr +6 2 — 
+ oo 时， F ( a ，6) 故 F ( a , b ) 必在有限处取得最小值•解方 


程组 


clF 


2 (“ +&r — %/l + x ? )dr 
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吉来多维奇数学分析习题全解 ( 五） _ 

= 2a+fe-[>/2 4-ln(l+>/2)] = 0, 


dF 



xia +&r — vl + j 2 )dr 


= a + jb-j(2y/2-l) = 0 ， 

有 a ^ O . 934, 6 & 0.427. 

于是，当 a & 0. 934,6^ 0. 427 时 .FU，/;) 为最小值，即所求的近 
似公式为 

Vl -\- x 2 ^ 0. 934 + 0. 427u 6 [0,1]. 

【3725】求完全椭圆 积分： 


E(k) = J 2 V\— 々 2 sin 2 pdp 


及 


F(k) 


.r 


dec 


0 Vl — k 2 s\n 2 (p 
的导数，并用函数 E(々） 和 F ( k ) 来表示. 
证明： £：(々）满足微分 方程： 


( 0 <^< 1 ) 


^(k)+jE\k)+Y^ 


E(k) 


解 E\k) 


=r - 


% 


ksirv 


(p 




0 y/l — ^ 2 sin 2 ^ 
号 (1 — 々 2 sin 2 y) 


0. 






v/1 —k 2 s\rc(p 


dcp 


•f 

o 


y/\ — k 2 sin 2 (pdcp — J 


E(k)-F(,k) 


d(p 


0 vl — ^ 2 sin 2 ^- 


① 


F\k) 


— 々 si - n > 3 dcp 

(1 — k 2 s\n 2 <p)^ 


I ； 


(1 — k 2 sin 2 (p) — 1 
(1 — ^ 2 sin 2 ^)^ 


dcp 
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• 含参量的正常积分 第七章含参量的积分 


r ! 

2 

Jo /I 


— 々 2 sin L> 


Ifi 

灸 J 0 


( 1 — ^" sin 1 ^) 


易知 


(1 — 々 2 sin 2 史 ) 


1 二々 2 ( 1 — k 1 sin 2 <p)- 
- 1 ^-[sinycosyC 1 - 々 2 sin:y) + ]. 


于是有 


—^~sin'^) _T d<p = 1 」 (1 — /? :， sin 2 ^)^ dcp. 


从而 


F\k) 


F(k) 


E(k) 

k(l-k 2 Y 


② 


由①式，对々冉求导数，注意到②有 


F ^\ k ) 


£：’（々）一 F \ k ) ik - [ m )- m ) 


E(k) — F(k) i F(k) _ l 

k ] H \ 


E(k) E\k) 


E(k) 




l-k 2 k 


【 3726 】 证明： 整数角标 ^ 的贝塞尔 函数： 
J n (x) = — J cos(rup — j-sin^)d^ 

满足贝塞尔 方程： 

X 2 J^nix) +Xj \,(x) + (, X 2 — )V )J w (x) 


证 


, \ r»t 

J n (j*) = — I s\n<p • sin(n^ — xsin^)d^* 
/'(•r) = -- j sin • cos(;i^> — ^sin^)d^. 


于是 x 2 J fr n {jo) -i-xj^ix) 4 - (x 2 — rr)J n {x) 


J fir 0 . 9 ? 0 

— 1( x 2 S\r \ ： (p+T2 2 — x 2 )cOs{?Up —XSITUp) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


■■ 


— o^sin^sinC jup — xsin^ ： )]d^ 


] fi ： , , ◊ 

— L (;r — jr 2 cos 2 < p ) cos( ixp — xsin^j) 


jrsincpsiniiKp — xsin^)]d^ 


- (w + xcos(p)sin(?i(p — xsuup) = 0. 

丌 o 


证毕. 


【3727】设 

i ( Q )=r 

Jo ^ / m — IT 


其中函数# . r ) 与其导数一起在区间连续.证 明：当 0< 
a < “时， 


r (a) = s ^ + [ fl 

va Jo Va — JC 


提示.•假设 i = crf . 

证当 I = a 时，一般说来被积函数变成无穷，所以我们不能 
直接在积分号下求导数，设 I = &，则此积分变成以下形式 




由于舍在[0，。上绝对可积’故可利用积分号下求导数的公 


式，有 


〜 )= 敁辑叫:激. 


再将 


at 代入上式有 


l \ a ) 


f -^kdr + 丄[。 ^ idr . 

ZaJo J a —工 a Jo V/v — r 


① 


a — x 


由分部积分法有 

aJo 」 d-x 


7 ? 


( o)+U ^ a — ' r 9 > ’(' r ) < ^ r . ② 


另一方面，有 
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. 含参量的正常积分 


第七章含参量的积分 


^^cLz =- 


a — Jr 


a — X(p\x)Ajc -\- a 


cp\x) 


a — x 


③ 


把②式，③式代入①式有 


"( a ) 


【 3728 】 证明： 函数 





a — x 


u(x) 


K(jr^y)v(y)dy 


满足 方程 : 


u\x) =— v(j:) 


其中 K(s,y) 


r) (0<x< 1). 
x(\— y), 若 

j(l 一 I )， 若 《 r 〉弘 


且 u (: V) 连续 . 


证 


u(x) = y( \ — j)i;(^)d < y + f x(l — y)v(y)dy 

Jo J j 


uU) = x(1-x)v(j:) 


1 — . r ) xKo ') 


Jo " 



y)v(y)dy 


u\x) 


— I yu( y)dy + (1 — ^)x/( 3 F )dy- 

J o J j- 

—sv(.r) — (1 — j:)v(x) — — v(jc). 


所以，函数 W (* r ) 满足方程 

u\x) =— v(x) ,0 ^ .r ^ 1. 


【 3729 】若 F(.r ， .y) = f\ (x — yz )f(z)dz, 

其中 /(z) 为可微分函数，求 

解 F'rU.y) = y(x-xy 2 )J(xy)-\-[j(z)dz, 

J y 

^ryU.y) = (x-xy 2 )fUy)-\-y - (- 2xy)fUy) 

• - — • *r+ *r/(*r^)+4/(^ ) 
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X 


( 巧 ) ) 


【 3730 】设 fU) 为可微分两次函数及 FU) 为可微分函数 . 
证明 ：函数 


u(,Xjt) 


[/U — o/)+/(i + o/)] + 


2a. 


F(z)dz 


J—O/ 


满足弦振动方程 

d 2 U — 7 c) 2 U 

及初始条件 w(xtO) = /(x) ， M’, （ a: ， 0) = Fix). 


证 


T t 


[_— af\x — at) -\- aj \x + al)^ 


-prFix at) + -prFCx — at) ^ 


^7 = ^\_a 2 f {x — at) + a 2 f\x + at)~] 


du 

3x 


d 2 U 

a? 


奮 F’(a: + a/) — -^F^Cx — at). 

•|~[/ / {x — at) + f (j + ^/ )] 

+ t^-F(x + o/) — -^-F(x — at) 9 
lu La 

: jl/\x-at)+f(x + al)^ 

- ^-F\x + at) — ^-F\x — at). 

乙 a lu 


比较①和②式有 


dhx 


a 


d 2 u 


又 


“ （ •T ， 0) 


[/(j: — 0 • a) +/(j • + 0 • a)] 


① 


② 


1 fx+€»a 

+ 7T~ F(z)dz = fix). 

乙 ClJ j~O.fl 
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1. 含参 置的正 常积分 



w’, （ :r ， 0) = af' (x) +a/’ （ : r)] 


+ f FU)+f F(«r) = F(x). 

【 3731 】 证明： 若函数 /(x) 在 [0 ， 1 ] 是连续的且当 
1 时 (: r — 0 2 +y+Z 2 关 0 ,则函数 

/( ⑽ 




— 彡 ) 2 + y 2 + Z 2 


满足拉普拉斯方程 


(1 2 U , (I 2 u 


证 


3x 2 ' dy 2 ' dz 2 

由积分号下的求导法则有 


0 


c)u 

Tx 




1 2(x-e) Ag)dg 

。 2[(x-^) 2 +y+ 2 2 ]2 

7 (了 一 g)/X ⑽ ， 

0 ((•r-K+y + 之 2 ) 号 ’ 

0 2 u f / fCO - l2{x-O z -y 2 -z 21 i Ar 
巧 -J。 ((x _ e)2+y+z2) i df - 


■ ■ 


f) ~ u 

^_u 

^z 2 


/(g) • [-(x-g) 2 + 2y- g 2 ] 

[(: r— $) 2 +y + 之 2 ] ? 

v /(g)[-(x-g) 2 - y 2 + 2z 2 ] d 
0 [( 了一 ?) 2 +/ +办 • 


de 


把①，②，③三 式相加，有 

r? 2 M , <9 2 W , r? 2 W 


+ M + 


clz 2 


① 


② 


③ 


应用对参数的微分法，计算以下积分 (3732 〜 3735). 


rJi 


【 3732 】 \n(u 2 s\n'x + 6"cos L jr)cb*. 
Jo 


解令 


1(a) 


ln(a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x)dr. 


a >0,6>0 情形，我们有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


I\a) = 
若 a = 有 


L - 


2asin 2 


sin 2 x^b 2 cos 2 jt 


dr ， 


r(6) = tfj—i ， 

若 a ^ 6, 作代换 / = taar 有 

/ 2 d/ 


Via) 




w+_+5) 


b 2 


dt 


产 an/ —7—v 


farctanf 
b b 


) 


a-\-b' 


因此 Via) = e (0, +oo). 

积分有 /(“）= 7rln(a + 6) + c.a ^ (0, + oo) ， 
其中 c • 为某常数，令有 

IU)) = jrln2/; 十 （•• 

r! 

而 1(b) = ln/rdr = 7rln/，. 

Jo 

代入有 C = 7cln Y ， 

7 •是 Ua) = 7rln(a + A) + 7rln — 7rln ^ 


a 6 (0, +co). 

2° “<0 或 6<0, 则可化为 “>0 且 /;>0 的 情形 . 

/(a) = r ： \n(a 2 s\n 2 x + b 2 cos 2 x)(Lr 



I ln( ! a ! : sin : j* + | b | : cos 2 x)cb* 


=/(I a I) =nlnkl^!Al. 

于是不论 a ， 6 是正是负，在任何情形，皆有 
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• 含参 置 的正 常积分 第七章含参量的积分 


\ 2 ln(a 2 sin" j + 6 2 cos~x)dr = 7rln . 卜 ■ 丄卞 I ’’」 • 
J 0 L 

【 3733】 I ln(l — 2acoar+ a 2 )cLr. 

Jo 


令 

1(a) 


ln( 1 — 2a cosa* + a : ， )dr* 


当 |a |<1 时，由于 

1 一 2acosx + “ 2 >1 — 2|“ | + a 2 = (l-\ a | ) 2 >0, 
从而 ln(l-2aco«u +a 2 ) 为连续函数且具有连续导数，故可在积 
分号下求导数，求 /( 〃） 关于《的导数有 


I\a) 


、— 2 cosj + 2a 
0 1 — 2acos»r+ cr 


dr 


丄 r(l + i 广 1 + , )dr 

aJo\ 1 — caco^x + cr / 


1 一 “T 

a J u (1 

\-u 2 [ K 
a( 1 4 a 2 )Jo 


K _dr_ 

o ( 1 + a 2 ) — 2acosjr 


dr 

( 浩 ) 


cos.r 


^-arctan(f^tanf 
a v 1 — a 2 


(2028 题结论 ). 


于是当 |a |<1 时， Ka) 
而 1(a) = 0. 


r ( 常数），但 no ) = 0 ,于是 c = o , 从 


当 U 1 〉 1 时，令 6 = 丄，则丨心 1<1 ，且 /(/，）= 0 ，故有 

a 


1(a) 


fln( 


b 2 — 2bcosjr + 1 


jcLr = 1(b) — 27rln b 


= 一 2n\n |ft|= 27rln \ a \. 

当丨 a I = 1 时，有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


/(I) = j ln 2 (l — cosjr)dr = j (ln 4 + 21 nsin dr 

-f ln2 ) 


27 rln 2 + 4 


lnsin/d/ = 2 n\n 2 + 4 


(2523 结论 ) 


同理 


综上所述，有 


0 . 


/(-I) =0. 


【 3734 】 


ln( 1 — 2 acos*r + a 2 ) dr 

0 ， 当 UI <1 

I a I ，当 I a I 〉 1 

arctan(atanj) 

o 


taor 


解令 


其中 


1 (a) 






f(x,a)dr, 

arctan(Qtaar) 

taar 


表面上 fU.a) 在 1 = 0 和 1 = 吾上无定义，但因 


lim f(x^a) = a, lim fix,a) 

r-^fO 


•十气） 


于是若补充定义 


/(0 ， a) = a ， /(y ， a)= 0 ， 

则 f(x,a) 为 0 <x<~ 5 " ， _oo<fl <+oo 上连续 函数 . 


又当 0 <x< 寻， 一 oo< a <+oo 时， 


八（ : r，a 


taar 


taar l+a 2 tan 2 :r 1 a 2 tan 2 x' 




又 

于是 

由此知 


1. 含参量的正常积分 I 第七章含参量的积分 

f(0,a) = a，/(U = 0 ， 

/ a ( 0 , a ) = 1，八 (U= 0， 

f u (x ， a) 




1 丄 a 2 tan J :r ’ 


0, 


oo< fl <+ oo ， 
x = —oo<a <+ CO. 


显然八(1，“）在了 e 「0，号]，“ e (0, + od ) 上连续，在了 e 


[0, 沙 e (—00,0) 上也连续，注意，在点X = |^ = 0不连 
续.于是由积分号下求导数法则有 

na)= \l “ 6 (0, + oo) U (-oo, 0) . 

作变量代换 taar = /，当 a : / 1时有 

.号 dr = p At 

• o 1 +a-tan z x Jo ( \ + 1 2 )( \ -r a 2 t 2 ) 



若 


1，则 

「吾 


dr 


o 1 +C 2 2 tan 2 x 


2(1+|“ I) 


J" cos 2 xdr 


•• 

► 

( 


(1 + cos2j)cb 



7T 

4 - 


总之有 I'(a) = 2 (] 4 ^| ^ I y a 6 (0, +oo) U (—oo,0). 
积分有 1(a) = -|ln(l+a)+C M a G (0,+oo), 

1 (a) — — -yln( 1 —“ ） +C 2 ，a 6 ( — oo,0 )， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


其中 CVC 2 是两个常数，由于 /( Xd ) 在 0*6 [0，号]，《6 (—⑺， 

+ CO ) 上连续，故 1(a) 在(一 oo , + CO ) 上连续，因此 

lim 1(a) = lim 1(a) = 1(0) • 

u 一 0*H) a-^0~0 

fU 1(0) = 0, lim I(u) = C \, lim Ha) = C ?, 


于是 

从而 


Ci = C 2 = 0. 

Ka) = -^sgnulnd +| a | )，（一 oo < a <+oo). 


【 3735 】 
解设 

1(a) 


々 l n 1 +“ cos>r • dr 
o 1 — acosj： cosx 


(\a\< 1). 


ff ! 1+^cpy —— , 
o 1 — ucosj ^ cos^r 


dr 


由于 


“cos^r 


1 — a 2 co^x 




1 


a 


1 — acosjr 1 — 2“cosx+ “ 2 cos ? i 〆 1 + 2 | “ 1 + “? 


(1+1 a I) 


> 0 , 


于是 In 


1 + a cost 

1 — “COST 


lim 


为连续函数，乂由于 


-0 


cosx 


In 


1 + acosa. 
1 — acosj： 


lim 


ln ( 1 + a /) — ln ( 1 —at) 


lim 


1+a/ 


at 


1 


2 a ， 


现补充被积函数在 a =| 处的值为 2 a ， 易知被积函数为连续函 
数，且它对〃有连续导数，从而可在积分号下求导数，于是 




• 含参置的正常积分 第七章含参量的积分 


+ arctan 


(vT5 tan f)] 0 ' 


又 

于是 

从而 


= — ,(2028 题结论). 
/I — a 1 

1(a) = 7rarcsirui + C\ | a I < 1. 
1(0) = 0, 

C = 0. 

- 1 1 十 acosx dr • 

In -- • - = 丌 arcsine 

o 1 — acosx cosx 

)] 利用公式^ ^ = f ^ 

X J o 1 十， 

•丨 arctaor dr 

0 : 

1 • - clr = f l _ dr 

0 : J 1 — 0 J 1 — 


7rarcsiru/, (| a |< 1) 


【 3736 】利用公式 


J:T 


d.V 

+ rV 


计算积分 f 1 

arctaru 

0 

X 

ri 

解 

arctaar 

nrr 

Jo 

X 

由于函数 1- 

和力在 


cb. f 1 d.y 


在 xe [0 ， 1]，>；€ [0 ， 1 ] 上连续且 


- - 

1- 


在 


[0, 1] 上绝对可积，于是上述积分号可 交换： 

「 arctarir • dr = 「dvr _ _ _ 

J 。 了 • /PT? ■ 一 J 0 /PTP'd+iV)- 

作变量代换 J* = cos /， 有 

「 cb. = d/ 

Jo ./I _ ^2 门 4_ r 2 ”2 、 Jo 1 + V" COS/ 


•7fe = W ( 


① 


0 \/1 — x 2 (1 + x 2 y 2 ) 


_d/ 

o 1 + / 


arctan 


v/1 + y ' v 

于是，由①式和②式有 

1 arctaar dr 


/ tan/ \ 

\7fry) 


T+y 


② 


7rdy 

^T+y 


吾 ln(;y + y/l+ y 2 ) = -^-ln( 1 +>/2). 


0 
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【 3737 】应用积分号下的积分法，计算 积分 : 




ln.r 


dr 


(a>0 ， /;>0) 


解 由于 


lim 




lim 


lar 

x h -jc^ 
lar 


0, 


lim 




x 


lim (hr 1 


• a ) = b-a, 


于是 


lar 


dr 不是广义积分，且若补充定义被积函数在 T = 0 


时的值为 0 ， ^=1 时的值为 6_a ， 则可理解为 [0 ， 1 ]上连续函数的 
积分，由于 


x h -o^ 

lrtr 


x y dy^ (0 1 )» 


而函数 f 在 0 < < 1，“ < y 6 上连续，不妨设 〃 < 6 ,有 


^ —x a 
lar 


dr = J clr| x v d.y = J dj；J a：- v cLr 


1 ：!^ 


In 


\+b 

l+“. 


【 3738 】计算 积分 : 


[n ( [n r)H 

os ( i n 士片 


(1) 


( 2 ) 

解 （ 1) 不妨设 u<b ， 


dr; 


dr 


(a>0,6>0). 


sin(ln — j' 


Irrr 


dr = J sin (In 士) drj x y dy 

= £ d 3， £ sin ( ln 7 k dr ' 

其中，当 x = 0 时^ 11 ( 111 士卜理解为零，从而 sin(ln + )/ ’在 


x 
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. 含参量的正常积分 


第七章含参量的积分 


e [ oa]^e [〃，幻上连续，于是可应用积分号下的积分法交换 
积分次序，作变量代换1 有 


sin (In 丄 )x)’dr 


e' (y4n, sin/d/ 


1 + ( 1 +^) 


[一 （ j 十 l)sin/— cos/]e { ^ ]), 


(1829 题结论) 


l + (l+ ： y) 2 . 


于是有 


sin ( ln 7) 

l：TTTf 


lor 


dr 


arctan( 1 +^) 


Ja 1 + (1+^) Z 

=arctan( 1 +6) — arctan( 1 + a) 

=arctan l + (l+6Kl+«)- 
(2) 同①及 1828 题的结论有 


cos fin 


w , 




lar 


dr 


cos 




l + (l+ ： y) 




ln[l + (l+^) 2 ] 


I , 6 2 +26 + 2 

2 a 2 +2a + 2. 


【 3739 】 
明 公式： 


设 F (々） 和 E ( k ) 为完全椭圆积分(见第3725题），证 


(1) F ( k)kdk = E ( k )- k 2 } F ( k ) 


(2) E ( k)kdk = 士[(1 +々 2 ) m ) -々? F (々)] 


其中々? 


l-k 


解 （1) 由3725的结论，有 
[£( 々）一々 fF ⑷]’ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


E ， (k)-\- 2 kF(k)-d-k 2 )F\k) 


E(k)-F(k) 


k 


f - + 2 kF(k) 




F(k)l 

k J 


= kF(k). 

于是 E(k)-k\F(k) 


tF(t)dt + C 


0 


其中 c 为常数，故当 A = 0 时，上式左端为 


E(0)-F(0) = I 
右端等于 C 故 C= 0, 于是 


0. 


tFU)dt = E(k)-k 2 F(k) 


( 2) 由 


^- 1(1 k 2 )E(k) -k 2 x F(k )2 


i [ 


2々 E (々）+ ( l +々 2 )£：’（々） 


+ 2々 F (々）一（1—々 2 ) F '(々)] 
\[ 2 kE{k) + {\+k z ) • FAk) ~r F(k) 


+ 2 kF(k)-(\-k 2 ) - 

1 — 


E(k) F(k)l\ 


k 


」 


kE(k). 


有 


l(l+k 2 )E(k)-k 2 F(k)^\ = tEU)dt + C. 


0 


当々 = 0时，有 c = o , 于是 

tE(t)dt = 4"[(1 +k 2 )E{k) —k\F(k)^]. 


0 


【3740 】证明公式 


x ] 0 (^)cLr = jtJ i D 
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. 含参 置的正 常积分 I 第七章含参量的积分 


其中九 (X) 及为脚标 0 和 1 的贝塞尔函数 ( 见第 3726 题〉 


证 


0 


tJo(Odt 


= —J /d/| cos (— /sin^)d^ 

= /d/| [cos(p_/sinp)cosp 
+ sin(y ； — /sin^)sin^Jdy3 

= 士 ! d/J /cos(p—/sinp)cos^xJ^) 

+ 丄 J d/J /sin(y? — /sin^)sin^d^ 

= 士 J d/J cos(^ — /sin^)d(/sin^) 

+ — J d^J /sin(^ — /sin^))d(/sin^ — (p) 

=—J d/J cos((p — ts\n(p)d(ts\tup — <p) 

+ 士 J d/J cos(^5 —/sin^)d^ 

十丄 I »\r [ /dcosCy —isinc)) 

7T • • • •• 

=—J d/j cos(^— /sin^?)d^ + — J xcos(<p — xsin^)d^ 

- —J d<p^ cos((p — /sin^)d^ 

=—J dwj* cos( <p — /sin^) d(p + J xcos (<p — xsnup) dcp 

- —J d/J cos ( 妒 — /sin^)d^ 

1 卩 • 

=—J xcos (/ — x^in(p)d(p — xj i (*r). 

上述各式中的被积函数是 / 和 f 的二元连续函数.因此，交换积分 
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顺序是合理的，证毕. 


§2 . 含参量的广义积分积分的一致收敛性 

1. —致收敛的定义设函数/(^)在0<1<+00，％< 
^<^2域内是连续的广义 积分： 

f ( jr , y)dx — lim f ( x 9 y ) dz , ① 

b • a 

称之为在区间 ) 为一致收敛的.若对于任意 e 〉 0都存在数 
B = i 3 ( e ) ，使得当所有6 > B 时，具 有： 


f{x^y)dx 


< e (^i <y<yz)^ 


积分①的一致收敛等价于以下形式的所有级数的一致 


收敛： 





oo 产 

2广 

n^O Ja n 

/(osjOdr ， 

② 

其中 

a = Uiy 

< “1 < A < … < a” < a 朴 1 < …， 


且 

Y \ ma n : 

一— 、祖， 

=+oo. 



若积分①在区间(％，^ 2 ) —致收敛，则它在这个区间是参数 
^的连续函数. 

2. 柯西准则积分①在区间(: y ,，％) —致收敛的充要条件 
是对于任意 e > 0，都存在 B = B ( e ), 使得只要// > Z 3 及 6" > B ， 
则当 M J M 时 




f ( x , y)dx 


< €. 


3. 威尔斯特拉斯准则对于积分 （1) 的一致收敛的充要条 
件是与参数 y 无关的强函数 FU ) 存在，使得 


当 a <* r <+ oo 时 | f { jc , y ) |< F (: r ) 且 


F ( x ) cLr < C + 


4. 对于不连续函数的广义积分有类似的定理. 
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• 含参量的广义积分积分 的一致 收敛性 第七章含参量的积分 


确定下列积分的收敛域 (3741 〜 3746). 

【则 


解 


^ Jo 1+， 2 • 

当时， 

i+? < nb'- re(0 - +oo)t 


^ dr 

. 0 1 +X 2 


arctaor 


o 


于是原积分收敛. 


当^ < 0时，原积分发散，于是积分的收敛域为 


的一切“的值. 


【3742】 

_ 

解因为 


SCOSX J 


( 点 )' 


(^+^) 2 




若 max (/^)> l， 则当 了充 分大时 (p^yco, 从而当了 


充分大时函数是递减的•且 

x p 十/ 

lim 7'X V = 0 . 

x p — X 1 


cosjcLt = I smA 1 ，任 A 〉 丌， 


于是 


XCOSJ ： 




dr 收敛. 


/ 

若 max (/^ g )< l , 则>0,于是函数^ ^ 在 


> tc 上是递增的，对任何正整数〃，有 


2mr X P + X q ^ J 2mr 


X P +X q 


dr 


>4 


iz 2 J2 

8(丌广+沪） 


常数 >0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




从而不满足柯西收敛准则，因此积分 f / ^ gcLr 发散. 


【3743】{； ； 


解 


若 g = 0, 则由积分知，当 p > l 时收敛，而积 


0,当时收敛•故积分 J : 


sinl 


cLr 对任 p 6 (—00, 


+ 00 ) 及(/ = 0时发散 • 
若则积分 


siru* 


cLr 


\-t> 


由2380题的结论知，当 ^ <1时,原积分收敛. 


137443 


解考察积分 

M dr 
« 0 I Irtr I p 


1: 命 = 卜 ( 士 ) dr ， 


由 2362 题的结论知 ： 当一/> >一 1或/> < 1时收敛.对于积分 

• 2 dr 二 f 2 dr 

! I \wr I p J 1 In p x* 


因为， ( 1 - i)p •士 = Lfegr 


「Hm 士 

Lr-l+O X 1 」 


于是积 < 态与积分 


dr 


(x-l) p 


具有相同的敛散性.对于积分 


dr 


(了一 1 ) 户 


，我们有当/><1时收敛•当时发散，故仅当户< 


时，积分 f 


dr 


lor 


收敛 • 
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• 含参量的广义积分积分的一致收敢性 第七章含参量的积分 


cos 


【3745】 


1- 


n cos T 

解 W 


dr 


I "! cos 
0 V\—~s • 




由于当 o < < i 时，对于任意的心 >/ TT 7 与都是 

v 1 + 

cos _ J _ 

单调有界函数，于是原积分与积分 f 1 具冇相同的敛 

散性.对上述积分作变 M 代换/ = 一有 


COS 


\ — jr 


dr = 

1 


COS/ 


dt . 


易知积分 f 


cos/ 


d / 仅当《>0时收敛.事实上，当 a 〉0 时，显然 


收敛，当 a = 0时•显然发散，当<0时，令/?=-«(0>0)，则对 
于正整数^有 


「2， m * 寸 


Pcos/d/ 〉（ 2” 兀 ）〆 


▲ 

• — • 

J 2 


COS 


于是积分 r 如⑽发散. 从醒 分 仅当 2 -士〉 
0时收敛，即仅当7, < 0或7/ > 4时收敛 • 


【3746】 | 
解因为 


siru ， 


= V-dr ( p >0). 

sior 


sirLr 


/ >>i 


lim 


sirLr 


lim 


sirLr 


a -】 


sirLr 


0 ， 0< p< 1. 
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于是1 


0不是积分 , 

鼇 


sinj ^ 


0 X 


siru ， 


dr 的瑕点.因此，只要讨论积分 


SlfLT 


厂卞 situ : 

由于 


± r ( p >0) 的敛散性. 


sior 


而 


x 

sirvr 


sirir 


si 

J ： 


nr — 


x 


x^(^ + siar) % 


dr 当 /> >0 时收敛•故只要讨论 


sim 


x p ( x p + siruO 


dr 


的敛散性.但当/ >>0，^>2 时 


cos 2 x 


x p + l ) ? (分 + 1) 


V sin-V 
J x p (x p + l) 


^ _ sin _^ i_ 

\/(^ + siar) \/( 分 一 1) ^x p U p ^-l)' 


sim 


1 


又 


* 


cos2j 


x p ( x p + \) 


dr 恒收敛 ( p 〉0 时），积分 


dr 


2 x p { x p + 1) 


当 0 


< p < 


时发散，积分 f 


dr 


x ^(^- l ) 


当/ >>4 时收敛，故积分 


1： 


X 


j^ p (x p + sirtr) 


dr 当/>>4时收敛，当0<々<去时发散，由 


此知积分 


SirLT 


0 X 


SITU ： 


± r ( p >0) 仅当/>>4时收敛 • 


利用与级数比较的方法研究下列积分的收性 (3747 〜 3750) 
【3747】 { 7+^^* 

解设 a >0,下证对任何序列 

0 = a 0 < q < “2 < …< a” < … 


( a , 


), 


级数 



COSX 


X 十 “ 


dr 皆收敛.事实上， 


^co 

X 




sirLr 


于是 


nr- ff— 


COSJ 

x+a 


:r 


dr 


sinr 


(x + a ) 


dr _ 
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• 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


sina , 


sirLr 


"r-p 


从而 


+ a a 


( x ^ a ) 


dr . 


nrrfr-\ ^ 

(^nrrp -ra Ci m +a J “顯 


dr 

(x + a) 


- 1 + _j_ + (」 _L_ 

a^p +a a rn + a \a m +a a^p + a 


因此，满足柯西收敛准则，从而级数 



COSX 


dr 收敛.故积分 


•+OC 

0 


COSX 


cLr 收敛 • 


若“ = 0,瑕积分 


cos.r 


dr 发散，故广义积分 J :. ’心 


发散. 


现设 a <0, 若 


—卜 + 士卜，， 2== 0，1，2,…， 

-^dr = \""' )K -^dx+ [' 
x+a Jo x+a J (ih-Dk 

(痛 ^^dr+(—l)# 1 广 - 

0 x+a Jo , . 7T 


cosx 

(irH>ir : T + “ 


dr 


右端第二个积分收敛，又由于 


lim 手 




于是右端第一个积分收敛，它不是广义积分，补充定义被积函数 
在了 =卜 + |)7 r 时的值为 (一 I )# 1 后即为连续函数的积分.从 
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而，积分 [ 


COSJ 
jc a 


cLr 收敛. 


若 a < 0且 


a (” + 士 )7 r ，，/ = 0，1，2,…， 


此时 


cos (- a ) 7 ^ 0 . 由连续性•取5>0,当一« + 


5时， COSJ* 保持定号且丨 COSJ* |^ -~ | cos (- a ) |. 


于是 


COSJ ： 


dr 


x 


^ 4- ! cos (— a ) I 


cLr 


j : 


因此瑕积分 f i，rt ^ p ^ cb - 发散，从而积分 J " 


COSJ’ 


0 x a 


dr 发散. 


综上所述，积分 




0 X 


^^clr 仅当 a >0和 a =— ( 77 + y 卜 (n 


0， l ,2 r ",) 时收敛. 


[37481 


J ： d.r 


0 


1 + J ' sin 2 x 


(n>0) 


解因为被积函数非负，于是只要考虑化为正项级数，我 


们有 


xcb - 


0 1 + arsin ’ 


dr 


jrdr 


o 1 


sim 


Si 


xdr 


( 务一 l>ir 


x " sin‘i 


^ 广弋 xdr 
^ 1 + x n s \ 


X 


又积分 o < 

% 


•rcLr 


C / fr - Dir^f 1 + x rt sin _ x 


« kizdr " 

J (k-l)x-f 1 + i(k — 1) 丌 ]’’ 

^ (々一 l)7Tdr 

f 1 + [(々 + 1) 丌 ] ”sirr\r 


x 
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(卜 1)7 T 2 
1 + [(A + 1〉7 T 


<广 


xdr 


sin 2 x 


< 


因为当 "> 4 时，级数 E 


a 十 i)tt 2 _ 

i + [ a - i )7 t ]，，’ 

y kit 2 

k =\ 2 + 「（々一 1 )7 T 


^ (k 4 - 1 ) 丌 2 

\/l + [( 々一 1) 丌 ]" 

V (々一 1) 丌 2 

k^\ 2 v/l+[(A + l ) 丌 


;/>4 时收敛，又级数二 


收敛，当 w < 4时，级数 


发散.故级数 gj " 


xdr 

1 +x M sin-. 


^ xdr 当 

(^-Dirr-f 1 + 工 "sirr’jr • 

仅当4时收敛.因 


此，积分 


xcLc 


sin" 


仅当4时收敛. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


[37491 


dr 


jt p v^sin 2 ^ 


解类似于3748,我们有 


I ： 


dr 


^ 「 ㈤ >買 


x 




X 


U 


dr 


x 


~ 9 

v sin^ 


x 



dr 


(x + ?nx) p y^irvx 


因此 


dr 




s 




< J 7 ~vy^- < 

dr 


dr 


Jo 


^ sin 2 a - n =-\ W 


易知积分 P 收敛，且级数 ^ +当 p > 1 时收敛，当 

Jo v sin 2 a* »=i n 

1 时发散.因此，原积分仅当 P > 1 时收敛. 

^ sinCx + x 2 ) 


137501 
解由 


x n 


dr. 


si 
. o 


sin(x + x 2 ) 


dr 


= 1 sin(j- + i 2 ) 山 I f sin (: r + j 2 ) 心 

• I J 0 x" J 1 x n ’ 

我们知道右端第一个积分 (X = 0 可能是瑕点 ） 当 n < 2时收敛，当 
时发散.下面讨论右端第二个积分. 

先设〃>一1，对任何序列 

1 = a 0 <Cai < … 〈 a k 〈… (a k 

• fl H sin(ar + :r 2 ) 心 

a k X n 



d[cos(j +j: 2 )] 
x n (l + 2x) 




• 含参置的广义积分积分 的一致 收敛性 第七章含参量的积分 


cos(j: + X 2 ) 
x w (l + 2x) 


于是 


-I 

艺 r 

k=m ^ a l 


〜 f2(r/ + 1 )x + wlcosCx + x 2 ) 


•rl 


(l+2x) 2 


dr 


i sinCr + 了 2 ) 
〜~~^ 

cos(x +J 2 ) “一 

x n (\+ 2 x) a 


dr 


因此 


-ir 

'^T 

k = m Ja k 


2(yz + l)x + ^]cos(j + j 2 ) 
^(1+2^) 2 


dr. 


sinCx + x 2 ) 


cLr 




2 fl ： 





2(r? + 1)J +| n 
X " H ( l +2^) 2 


dr. 


因为 


lim. 

x 


2 (m + 1 )j + 卜 I 
x ^ l (\+ 2 x ) 2 


>0, w + 2> 1. 


故积分％ 
1 


2(/ z +1) j -+| n 1 
x ^ l (\+ 2 x ) 2 


dr 收敛 . 


从而任意的 e > 0, 存在 N > 0, 当 > N 时，对 /> 
，皆有 

|%^卜 sin ( j - + j- 2 )j I ^ 


”堂“糾 s in( J + j2 ) ( 

k=m a k xn 

因而由柯西收敛准则，级数1： f ' 

k ^ 0 J a t 


dr < 


sm(x-\-x 2 ) 


dr 收敛.从而积分 


sin(x + j* 2 ) 


cLr 收敛 . 


现设 ^ <一 1 ， 令 & 和，分别表示方程 


x ^+ x =2^ + f Sx 2 + x =2^ + | 


的正根，其中々 =1 ， 2 ，"•，令 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


f ( /l+^TT + TT— 1 )， 




(v 1 + 8 々 7r + 2 兀 _ 1 ) ， 


于是 

我们有 


〉色 _ + °°，（々― ► °° 时). 

、 sin(j + x 2 ) 

4 / 


dr 


〉居 






7* 


严 > 舍") 


V 1 + 8 々 7T + 7t — 


4 y [2 v/l + 8 々 7T + 27T + y 1 + 8^7T + 7T 


8>/2 


(k 


)• 


故积分 


sin ( j * + j --) 


dr 发散. 


综上所述，积分 


'“ sin ( j * + x w ) 


0 




【3751】从正面表达什么是积分 


dr 仅当 一 l < w <2 收敛. 


/( x ， 30dr 在指定区间 


(^. ^ 2 )内不一致收敛？ 

解若对某个正数仏,不论 B >0, 均存在 A 。 >23及> 6 
(^.，力）(心与 > 皆于 B 有关），使得 


|J^ /(x,^)dr 


^ Co y 


则 


/( j ^/ clr 在区间(％，力）内不一致收敛 • 


【3752】证 明：若 (1) 积分 p / Cr ) dr 收敛； （2) 函数# 

J a 

有界并关于了 单调. 则积分 /(^ Cr ^ dr (在相应域内）一致 
收敛. 
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• 含参置的广义积分积分的_ 



第七章含参量的积分 


证设丨 cp (工， y ) 由条件 （1) 知，对于任给的 e >0, 存 

在 B = B ( e ). 当，> A > B 时，有不等式 


「'/⑴ dr 
J A 


< 2 l / 


① 


由积分第二中值定理，存在 [ A ， A ']， 使得 


[ f ( j ：)( p ( x 9 y)dr 
J A 

= ( pCA + O ^ y ) • f f ( x)dr J r < p ( A ， — O ^ y ) • f ( x ) da \ 

J A B 


② 


由①式，有 


rV(a)dr 

A 


K 21 . 


^/U)dx 


< 


2 L 


于是，由②式有 


[ f ( x ) cp ( x ^ y)dx 
J /\ 


< L # 2 l + L -2 L = e 


即积分 J f (, x )< p ( x ^ y ) dr 在对应的 . v 域内 一 致收敛. 


【3753】证 明：一 致收敛的积分 


cb- (0<^< 1). 

1 . 


不能以与参数无关的收敛积分为强函数. 

证任意的€>0,取 A ,、 > 1充分大•使 




dw < e . 


下证当 A 〉 A q 时，对一切 0<： y < 1，皆有 


J ' e ->(’ -十 ) 'dr < e . 


事实上，当★<*>，< 1时 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


J 了 ej ㈠ ) 2 dr< ㈠ ):dLr = 

f-foc 7 2 


当 0<： y <_ 时， 

= J _' e^^^^cLr 

=Jr 1 e 々 ,2 & + 厂 e^ ,Z dt 

< 2j ^ e~j dt = 2yj'^ e~ u： du = 2y ^ <e, 

于是积分 f 厂 ej ㈠ ) 2 dr 在 0 < j < 1 上一致收敛 • 

最后证明，不存在这样的函数 p (* r ) Cr > 1) 使 

0< e -^(^) 2 l ，0<： y < l ， ① 

且 f ^( o ') cLr 收敛. 用反证法，设有这样的函数 cp ( x ) 存在，则由 
I < p ( x )( Lc 的收敛性知，存在 x Q 〉1使 p ( T 。） < 1. 于是，令％ = 

丄，则 0<： y < l ， 且 
^0 

e -$ (^>4 ) 2 = 1 〉 (p(x 0 ) , 

显然与①式矛盾. 因此，一致收敛的积分/的被积函数不 能以与 
参数 J 无关的具收敛积分的函数为强函数. 

【3754】证明 ：积分 

r - K « 

I = ae^dx. 

Jo 

(1) 在任意区间 0 <a —致 收敛； 
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• 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


(2) 在区间0 < a A 非一致 收敛. 

证显然积分/对每一个定值 a >0是收敛的,事实上，当 a 
= 0时， 


•+OC 

• 0 


ae" a, dr 


当 a>0 时， 


Jo 


ae~ a, dr 


(1) 若 


则因 


0< 

A 


a e a; dr 


<e 


于是任意的 e > 0,存在不依赖于 a 的数 A。 


吟当 A 〉 A 0 


时有 


a e _ar cb. <e—< 


从而在区间 0 < a < a < 6 上积分 / —致 收敛. 

(2) 若则不存在这样的数 A。， 事实上，取 0<e< 
1. 当 a— +0时， e-A — 1,故对足够小的 a 值，厂〜比任意一个小于 
1的数 e 大.因此，在上，积分 J 对 a 的收敛不是一致收 
敛. 

【3755】 证明: 迪利克雷积分 



(1) 在不含有数值 a = 0的每一个区间 [a，6] —致 收敛； 

(2) 在含有数值。= 0的每一个区间 [a,6] 非一致收敛 • 

证不失一般性，我们只考虑 a >0. 

(1) 由积分 f _心=~|是收敛的，故任意的£>0，存在 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


A。， 当 A>A ( , 时，恒有 


J A Z 


<e 


当 a>0 时，由于 


singr 
a x 


cLr 


1 


㈣ d 


Z 


于是取 A >^， 当时，有 


ir 〒心 


<6 


从而，在区间 0 < a < « < /; 上，积分/是一致收敛的. 
(2) 任给 A >0 •当+0时， 


sinqr 

X 


dr 


sins: 


dz 


—— ► 




s\nz 

z 


dz 


_7T 


因此，当 a >o 且充分小时，有 


SI 


^> f - 


从而，在区间0 < a </，(/，> 0) 上，积分/不一致收敛. 

【3755. 1】研究积分 j \ _在以下区间的一致收 敛性: 

(1) 1 <C ao ^ a <C+ 00 ; 

(2) 1 < a <+oo. 

证 （1) 由 心>1 知 




dr 


收敛，于是对任给的 e > 0,均存在 A,, •当 A >儿时，有 


I ^ 

• A 




dr 


<C e. 


又当 a >咖，了 > 1 时 
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• 含参置的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


A jf 


^<17 


从而 j 丨在 [ a «) ，+ °°) ， a 。 〉1上一致收敛_ 
(2) 由 a > 1知 



a -1 


收敛. 


当 a — 1 + 0时， 


a - 1 


于是对任给的 A > 1，由 
f ^ dr = 八卜。 

J a x a a — \ ' 

有 lim - = oo . 

cr^l-KI a 一 1 

故存在⑵)>1，充分接近 1 有 


从而 I : 


•卜 
J /\ 

dr 


dr 


> 1， 


在 a 6 ( l ，+ oo ) 上非一致收敛. 


【3755. 2】研究积分的一致收 敛性 : f ^(0 <a 


<D 


解 


J : 萝=忐，仏> 


知其收敛 


而 


对任给的 A 6 (0，1)，由 

f A dr = A 1 — 0 

Jo 1 — a * 

A i 一 0 

lim ^ — =+ oo ， 

o^i—o 1 —— a 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


知任给的 A >0, 均存在 aG , a () 靠近1，有 

与 >1 ， 

Jo x a 

从而 #在1 6 (0，1)上不一致 收敛. 

Jo J-° 


【3755.3】证明 ：积分 I 


dr 


在区间 1 < a <+ oo 非一致 


收敛. 


证由 


j: 去 w: 忐 +r 


dr 


+ 1 


知右端第一积分是正常积分，于是只要考察 
收敛性. 

由 a > l ， o *> 1 知 

( x + l ) a >^ + l , 

于是 


dr 


的非一致 


r 忐 〉 r 


dr 


( x + l )°* 


而由 3755. 1(2) 知，当 a e (1，+~)时 

礞 

故 J 7 也非一致收敛，证毕 • 


dr 


( x +1) 


非一致收敛. 


研究以下积分在指定区间的一致收敛性 (3756 〜 3770). 


【3756】 


siardr (0 <a 0 


解 因当 0< a o < a <+ oo 时， 

I e _ar siar | < e -a ° 了， 


且积分 


dr = 1 收敛.于是积分 



inrdr 在 0 < a。 < 


<+ oo —致收敛. 

【3757】丨 


r dr (a ^ a ^ 6) 


428 




• 含参置的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


解 当且了 时，0< 尸 e — 分 e —' 又 


lim^r 2 • 


lim 


x ^ 2 


于是积分 J ” > e - : cLr 收敛，从而积分厂， e - ， dr 在区间 a < a < 


b 上一致收敛. 


【3758】 

—oc 



— OO < a <+ oo ) 


解 


cosax ^ 1 

1+ x 2 ^ 


dr 

1+ x 2 


收敛.于是积分 ~ 

—« 

•+OC 

【3759】 - 

0 V 


cos2j 


dr 在一 oo( a <+ oo ) 上一致收敛, 


_dr 

(x-a) : 


(0< a <+ 


解 


0<- ( -^； )2+1 < r ^.(0< a < + oo ), 


且积分 lo' = f 

收敛 ，知 r . T^rr 


(x + a) 2 + l 


在 0 < a <+ oo 上一致收敛. 


137601 r 竽 ^ coc + oo ) 


解因为 


lim ㈣ 


于是 i = 0 不是瑕点，因 


•A 

siarclr =11 — cosA | ^ 2 

o 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




a 当 0< a <+ oo 时•函数^在 *r >0关于: r 递减，又因为0< 


a <+ OC ， I >0 时 ， 0< f <^^^—+00 时 ^ 关于 a(0< 


a <+ oo ) 一致趋于零， 


于是由狄里克雷判别法知积分 I 


siar 


dr 在 


h —致收敛. 


[3760. 1] 



dr (0</>< 10). 


10 


解 




+ ,2， 


因为 h 为正常积分，对任给的/>>0皆可积，因而一致收敛. 
对于/ 2 ,当[0，10]时- 

\ n p jr ^ \ n ]() x^x ^ e . 


于是 


X yjx X y/x 


若 ^ 7^ dr 收敛.则 失于 fi e [0*10] —致收敛，于 


是我们考察积分 


I; 


ln ,0 ^ 



clr 


\n w x 


40 

r X 


dr ， 


由于 4： cLr 收敛.令 


fU ) 


In^r 


/U) 


In X 40 — lru) 


4x vG* 


<0 ( x > e A0 ) 


于是 


f ( x ) 


\ n ]0 x 
4 y/x 
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2. 含参量的广义积分积分的一致收敏性 第七章含参量的积分 


在了 >，时关于I递减•且 


0 : 10ln ^ - 7 

lim - ： = lim —:- 




lim 


4 


x 


40ln 9 j 

T 


因而由狄克雷判别法知 


4 10 X 10! ^ 

•• = hm - ；— ~- = 0. 

T ^ z y/X 

•作 In', ^ ln ,0 x 


x 




da •收敛.从而 







dr 关于/> 


在/>€ [0,10] 上一致收敛. 


【3761】 

解由于 

CA 


e 


cosjr 


dr (0<a<+a) • 其中常数 />>()• 


cosjcLr 


I sinA — sinl !< 2, 


a 当 o< a <+co 时，函数 f 在1>1关于 a •递减，当 +oo 
时，关于 a(0<a<+oo) —致趋于零(这是㈥为 0<a<+oo，i> 


时， 


0< 9<y^ 


于是由狄克雷判別法知 | ^dr 在 0<a<+w 上一致收敛. 




【3762】 


dr (0 ^ a <+c>o). 


解该积分收敛•当 a = 0 时，积分为0,当 a > 0时，令 

Var = t. 


有 


Va^e ai dr 


e r d/ 


2 • 


但该积分不一致收敛，事实上，对任给的 A > 0.由 


lim 


v^V 41 ’ dr = lim 


e r dt = 


w yz\ 


e 


dt 


2 . 


知当取 (0 ，¥)，则存在的 >0 ,使得 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



e—dr > e 0 . 


A 


即该积分不一致收敛. 


【3763】■ e - ( j - fl ,2 dr ；( l ) a < a < b ；(2) - oo < a <+ co . 
解对任何固定 & 积分 f 


e - (j ~ a, dr 都收敛，且 


e 


cLr 


令/ = x — a 


r 


e ' d / = y / iz . 


(1) 取 R >0, 且 R 充分大，使一 i ?< a <6< R 显然，当 I I 

>尺时,对一切“<^<6,有 

0< e — 0>2 < e ^^ 1 ^ 2 . 

显然积分 

-cui-«) 2 dr = 2j :、 


e 


e - ( ^ r dr . 


收敛，故积分 f 


e- ( ^ r dr 在 “ < a < /，上一致收敛. 


(2) 对任给的 A >0,有 


Hm r 

a^+<^v A 


e 


dr = lim 


im 「 . 〆 d / = 「 

J A—o J - 


e 〆 d / = y / n . 


于是当 a 充分大时 


.A 




厂 "foe 


因此 I 。 e- (J ~° r dr 在 一 00 < a <+ 


上非一致收敛.从而 




e 一 0 ~° )2 dr 在 一 co < a <+00 上非一致收敛. 


[3764] 


e 


rM v , sinr (—00 < 工 <+oo). 


解该积分对任一固定的 x 值均收敛.当 i > 0时 


e •. 


0 


siard^ = r • 孕. 


但对 (- 00,+00) 不是一致收敛的.事实上，对任何 A >0,当 
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. 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第七章 


了 >0时， 


.-X (1 


sinad )， 


sinj 
- e 

•T 

2 ’ i 


9 ， 

r e 7 At -► e r dt 

% Ai Jo 


因此，该积分不一致收敛. 


【3765 】 I ( p ^ O ). 

解由 2380 题知积分广 sin ( i 2 )dr 收敛，又 

0 丄十/ 

在 I > 0上对2单调递减且一致 有界： 


0 < 


1 +〆 


^ 1 ^ Ofj' ^ 0 


于是由阿贝尔判别法知积分 

「你 sin ( x 2 ) J 

Jo TT ^， 


对/> > 0 一致收敛. 


【3766】 


‘〆 1 In 7 — dr ; 
x 


(1) po > 0; 

(2) p >0 ( q >-\). 

解 ^ = 0,^=1 皆可能是瑕点.令 x = e 〃 有 

「 :r 广丄 dr =— f e _< 广 " , "e—'d/ = [十 

Jo X J+oc Jo 




右端的积分当 P >0( q >-1) 时是收敛的 (2361 题结论).从而左 
端的积分此时也收敛.更由于(£，，> 0很小） 


j : 


-dr = [ * e 卞， 9 d /， 
r Jln ^ 


于是 -dr 的一致收敛性等价 于〜' e ^/ M / 的一致收 

Jo X Jo 


敛性. 


(1) 当户>户 0 >0时，由于0<6一"0<6—〜7 9 ,0</<+加， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


而积分 




e ^ t ^ dt 收敛，故积分 


e —致收敛.从而原积 


分 


In ^ —dr 当/>彡 A > > 0时一致 收敛. 

0 X 

(2) 对任给的 A > 0 ，p > 0,作变量代换 p / = 5,则 


I ： 


e 




l (, dt 


1 


由于>一 1 • 


故积分 J We -、 ds •收敛，且 


0< ， eK+oo. 

Jo 


于是有 


lim 


e^rdt =+ 


因此，积分 j 在 p > 0 上非一致收敛.从而原积分 

1 了广 1 ln v 丄 dr 当 p > 0时非一致收敛 • 


【3767】 


dr (0 ^ 71 <4- ^). 


jd /1-P 

解 * r = l 是瑕点.因当 0<. r < l 时有 


0< 


< 


1 


— x 2 v \ — x 2 


,0 ^ n <+oo 


且积分 


1 心 

0 y/\— X 2 


arcsin .7' 


收敛，于是由维氏判别法知积分 f 




cLr ，当0 < ” <+ co 时 


一致收敛. 


【3768】 fsin 士 •赛 (0 ◊ < 2). 


解作变 fi 代换 


X 
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• 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


1 . 1 cLr 

o sm 7-^ 


r 

" 

t 


^ 2 sin / d /. 


于是 i : sin 士 •豈的一致收敛相当于 J 7 ^ 2 sin / d / 的一致收敛.显 


然，当 " < 2时，积分 j t 〆 sin/d/ 是收敛的.以下 证:当 0 o < 2 

时，它非一致收敛.事实上，当0 < w < 2时，对任给的 
0,有 



2nm L J 2/wrH? t 


> f*f 


( 2m7r + f) 


L—n 


由 7: lim -5 = 1， 

” 2 - 0 卜 Tt + y 

于是当^在 0 < 7 / < 2 内且与 2 充分接近时，必有 


2// I 7 T + 号) 


> 7， 


从而 


• :W V 2 sin/d/ >^ =常数 > 0. 

it ) 

"'sin/d/ 在 0 < // < 2 上非一致收敛. 


于是 


【3769】 


j^clr 

(jr-DU-2) 2 


(UI 〈士 ) • 


解 了 = l，i = 2 是瑕点 ， *r = 0 可能是瑕点，把积分分成在 
(0,1) 和 （1,2) 上的两个积分 • 

当00<1 且 | a |<4 时， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


当 l <* r <2 且 U l < j 时， 


< 


n /2 


I 1)(1— 2) 2 I (jr- l)^(x-2)^ - 

易知上述两个不等式右端的函数分别在区间 （ 0 ， 1) 和 （ 1,2) 上的 
积分收敛.于是由维氏判别法知积分 


U - DU -2) 


dr ， 


关于—致收敛. 


【3770】 


解 


sinar 


x — a 


— a I 
二 dr 


dr (0<a< 1). 





对于 


siria 


dr ， 由于 



^ vq 


< J ： 


dr 


2 


于是对于任给的 e > 0,只要取 0 < 7 < 


sinar 


< e . 


因此，对 0< a < 1 它是一致收敛的.对于 



x — a 


由于 


r^_si 

Ja .A 


<广 

a 


dr 


.r — a 


2 \^rj 


于是对于任给的 e > 0,只需取 0 < 7 f 就有 




sina 


dr < 
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2. 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第七章含参量的积分 


因此，对0 < a < 1它是一致收敛的.故 

Jo V\ X~a ! 

对 0< a < l —致收敛. 

【3771】 在给定的参数值下，若积分在参数值的某个邻域内 
一 致收敛，则称该积分对这一给定的参数值是一致收敛的.证 明: 
积分 

J= adr 

~Jo lW 

在每一个 a 关0的值一致收敛，而在 a = 0时为非一致收敛. 

解设 a 。 为任一不为零的数，不妨设 a 0 >0, 现取 (5 > 0•使 
ao — 占〉0,下面证明积 分/在 ( ao — A au + 幻内一致收敛.事实上 • 
当 a e ( ao -8, a ,~\-8) 时，由于 


0 < 


2 JI 


< 


Go 


+ 8 


+ (ao — 5) 2 .r" 


且积分 


ao + (5 


1 + (qo — d)~^ 


dr 




收敛.于是由维氏判別法知 


acb * 


J 0 


1 +a 


2 


在 （ a 。 一内一致 


收敛，从 而在的 点一致收敛•由的任意性知枳分 f 在每一个 a ^ 
0的值一致收敛. 

下面我们证明积分/在 a = 0时非一致收敛.事实上，对原点 
的任何邻域(一皆有下述结果:对任何的 A >0,有 



d / 

1 +/ 2 , 


(a>0). 


由于 



故取 0< e 。< f ，在(一幻中必存在某一个勿 >0,使得 


d/ 


a 0 A 1+/ ： 


> eo t 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


即 


II: I 


dr 


> 


I 0 夕 

+ ao^ 

因此，积分/在 a =0点的任一邻域(一 &幻 内非一致收敛.从而积 
分/在 a =0时非一致收敛. 

【37721在下式中把极限移到积分号内合理吗？ 


lim 


dr . 


解 不 合理. 事实上，由3754题 （2) 的结论知，积分 
ae - dr 对0 < a < 6(6 > 0 ) 的收敛并非一致•故一般不能应用 


积分符号与极限符号的交换定理，但对本题•由于 


(limae a ’）dr = 0, 


而 


于是 


lim 

cr ( 


ae ' u, d . 2 - = lim (— e " a， ) U • 


1 



dr ^ 


( limae ' Q/ ) clr . 


【3773】若函数 /(* r ) 在区间 (0，+ oo ) 可积.证明 公式: 
lim f e 



解 


e ' a , /( x)dr = 

cr-^t OJ 0 

为简单起见，设只有一个瑕点 i 


0,已知积分 


/(• r ) dr 收敛且被积函数中不含有 a ，于是它关于 a — 致收敛， 

又因函数 e - 对于固定的 0< a < l ， 关于 t ( x 〉0) 是递减的，且 
一致有界:0<61<1(0<«<1，了>0)，于是由阿贝尔判别法 


知 


a 7^) cLr 在 0< a < l 上一致 收敛. 于是•对任给的 e >0, 


取 >0 •且 7 < A 。 使 


/(x)cb' 


< 


I ； 


/( x)cLr 


<C *0 ^ a ^ 1. 


由于/( I )在[ 7 , A 。] 上是正常积分•故有界，即存在常数吣，使 




• 含参置的广义积分积分 的一致 收敢性 第七章含参量的积分 


I f(x) |<Mo ， ( 7 <x<Ao). 

又由二元函数 e % 在 l ， 7 <. r < A 。 上的一致连续性知， 
必存在3 >0((5 < 1),当0<^<8时，对一切，皆有 


0< 1 


< 


^ ^5 AoM / 

于是，当 0< a < S 时，恒有 

| [ e~ flr /(a*)cLr — \ /(j-)dr 


因此 


= | [、 (e a ’ 一 l)/(:r)dr + [ e -“ , /(jOdr 

+ 「 / ⑴ cLr+ [ 、 -“/ ⑴心一 [ 7 /(:)dr 
J Aq J u Jo 

< MnA > '5 AM 0 ^ f + i + f ~ h i =：e - 

lim e a, /(jr)dr = f(x)dx. 

a 0 0 


f(x)dr. 


【3773. 1】 证明： 若函数 /( x ) 在区间 (0, + cx ：) 绝对可积， 
则 lim /(^) 存在. 

证因为 I /( x ) I dr 收敛•于是〔 /(* r ) cb •收敛，而 


J>)dr 


/( 了） 


/(A)-/(())• 


于是 


Iim /( A ) = lim (/( A )-/(0))+/(0) 


/(j*)dr + /(0). 
Jo 


【3774】 证明： 若函数 /( i ) 在区间 （0. + co ) 绝对可积，则 


lim f(x)s\n7Li(Lr = 0 . 
J 0 


证由 /( X ) 在区间 (0，+ O 3) 内绝对可积知对任给的 £>()• 
存在 A >0， 


有 


I /(J ) I dr < f • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


于是 


. 

f(x)smnrdj ： ^ 
Jo 


/( j ) sin;ir cLr 


丄 


先设 /(* r ) 在 [0， A ] 中无瑕点，我们在 [0， A ] 中插入分点0 =心< 
U < t 2 < … < t m = A ， 且设 f ( x ) 在 [4~1 山]上的下确界 
为则有 

1 • 6 • 
j(x)s\n?udj ： = 2u /(jr)simacLr 

企 =i 

r [/(- r ) - ] sin/Lr dr 4 - ( * simirdr ， 

it=l J Vl k=\ 

• 4 I 


从而有 


/( j -) sin；LrcLr 


^ △“ + 2 I ! • 


cos?iik 


cosntk 


< y ^^ Aik +— 2 1 忉▲丨， 

卜 i n k ^\ 

其中叫为 /(工) 在区间 [h 山] 上的振幅 ， M 
/ Cr ) 在 [0， A ] 上可积，故可取某一分法，有 


心 一 ，由于 


| 文叫 △〜 | < 


丄 


对这样固定的分法，£； ImJ 为一定值，因而存在 N ， 使当 n>/V 


时有 




于是，对于上述所选的 N ， 当〃 > N 时 


r -^ . 

J f ( x ) s\nnrdjr 

^ | J f ( x)smnxdr + | J /( o')sinnrdr 

< ^ jW k At k + —2 I |+ [ I f ( x ) I dr 

务 =1 U k=\ J A 




e 
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• 含参量的广义积分积分的一致收敛性 第 七章: 含参量的积分 


即 lim | /( a *) sin ; u - cb - = 0. 

J 0 

其次，设 / Cr ) 在区间 [0， A ] 中有瑕点，简便起见，不妨设只有一个 
瑕点 I = 0,于是，对于任给的 e > 0,存在 V >0 有 


1 I /(J *〉 I dr < +• 

0 o 

但/(^)在[ 7 , A] 上无瑕点 • 故应用上述结论知，存在;V，当 
时，恒有 


>N 


•/\ 

f ( i)simLrclr 

r? 


< 


3. 


于是，当;时，有 




^ 7 I f ( x ) | dr + [ /’( j)simirdr + | /( i ) | dr 

0 J n A 


〈备 + -?■ + 冬 


lim I /(x)sin/Lrdr — 0, 

o 


综上所述，若 /( I ) 在 （0, + co ) 内绝对可积，不论 /(. r ) 在（0, 
+ 00) 内有无瑕点，皆有 


lim /(j)si 

0 


rcLr 


【3775】 证 明 : 若 （ 1) 在每一个有限区间 ( 《， 6) 内 fU,y)zt 

fU 9 yo );(2) I fU . y ) |< F(i )， 其中 f F(«r)dr <+m ， 则 

• a 

• r+oc _ 

lim f (x,y)dx = \imf(x^y)dz 

证 （ 1) 表明当 y — ;y 。 时，当 *r 在任何有限区间 ( 〜 6) 上， 
/Cr ， jO 都一致趋于 /(U 。）. 于是有 

lim /(x,jy)dr = f(x 9 y 0 )dr, 任 6〉“. 

y-*y 0 J a a 

I f(x,y) |<F(x), 


又 


441 





吉米多维奇数学分析习题全解(五） 

于是令 : y —* y 。， 有 

I /(:"0) F(j ). 

从而 + / Cr ，： Vu)cLr 收敛. 

U 

对任给的£ > 0,由 

I . 

F(x)dr 〈 + 00 , 

a 

故可取定某6> 心使 


F ( x ) d ^ <C 


e 


对于这样的又存在 3>0, 当 0<丨 1<5时，有 

£ 


[ f ( x , y)dr — 

J a % 


f ( x ^ y 0 )dr 


< 


于是，当0<| jy-w |<5时，恒有 


f ( x , y)dx — [ f ( x , y 0 )±r 

a J a 

< |J /( x,^)dr — J /( j*,>)dr 

J, I f ^ oc . y ) I dr + I f ( x , y 0 ) I dr 


< 


丄 


F ( x)dr + 


F ( x)(Lr 


< j + 冬 + 


3 


百 


e . 


lim 


f(jrjy)d.r = [ f(x^y {) )djr = [ lim/Cx^)^. 

• a J a J a v-v n 


【3776】利用积分号与极限符号交换，计算 积分: 


fcLr 




解因函数 ( 1 +^ y 在 [ o ， a ] 上连续(任 a 〉 o ). 于是它 
在 [0， A ] 上可积，又 (1+^) 在 [0. A ] 上关于”单调减小 ， R 
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. 含参量的广义积分积分的一致收敛性 


第七章含参量的积分 


lim ( 1 +Z)i = e ， 2 ， 

n _—- 气， V Tl / 

为连续函数，于是由狄尼定理，当^ m 时，函数 ( 1 + f 在 

[0， A ] 上一致趋向于 e 〃 2 ，最后由于 


]，2，" 


0< « r < rfe ，” = I ， 2 ，...， 

且 f TT ^ = f <+~. 

Jo 1 + :r 2 

故积 [( l +^) V 关于 W —致收 敛. W 此•应用积分符号与极 

限号交换定理（见菲赫金哥尔茨著《微积分学教程》第二卷).从而 
+ 「〜 - J v 「〜 dr 


其中 


lim 

ir … J 0 




cLz 




d / 


( i+/ 2 r 




.十、: dt 

o (1 +/ 2 ) m， 

^ dt 

• o (1+ 〆 广 1 


故有 


于是 


从而 


( 1 +/ 


2 vr -1 


+ 2( w -1) 


(i + / 2 r 


= 2(;/— 1 )/ w -i — 2(w — 1)/" 


2?i-3 
2 n — 2 


• n I 


dt 

+ t 2 


3- (2//-3) 

4- -*(2?/ — 2) 


(2;/-3)! 
( 2?2 - 2 ) \ 


-dr 


i . 一 （ 2« — 3)! ! 7r y/n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

由瓦里斯公式，有 

JL = | im 「(2 ”）！！T 
2 _ ， （2 n + l )[(2 n - l )!!] 2 

= , im [( 2 ” 一 2)!!] 2 

(2”- i )[(2 n -3)!!]” 

最后有 




【3776. 1】设 fix ) 在区间(0, + w ) 是有界连续的，证 明： 

da =/(0) 

”0 7T Jo X + 

证因为是求关于的极限，不妨设 5 关 0 ，巾| fix ) | 
( o ，+ cxo 有 



yf ( x ) 

x 2 +y 


如 <‘ c 勒心 



收敛.因而 f 心是: V 的函数.任 e > 0由于 


「 yfD 
Jo x 2 +y 

1° : y >0 时 

「 y / ⑴ 
Jc x 2 +y 




^+ J 2dx 


dr 




^ Marctan 




m (i 


arctan 


y 


)， 
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• 含参量的广义积分积分 的一致 收敛性 第七章含参量的积分 


所以 


于是 


jsir — arctan 


•r 2 +y 


• 4 « 

lim 

£ 


，£ yfU) A 

0^+7^ 


Jo 


(: r )-/(0)) 

x 2 + y 


/(O)arctan 


Jo x + y 

e , f c y(/(x)-/(0)) 

0 Jo X 1 + y 2 


因为 /( x ) 在 *r = 0 处右连续，于是对任给的5>0,存在 e 1 > 


0, 当 1 一 0<£1 时，有 I fix ) — /(0) |<5, 不妨设 e 

Jo x 2 +y ^ 

/「• -y I /Cr)- /(0) I 上 ^ v 」 


，于是 






谷 arctan — = ^arctan — . 

y o ^ 


所以 \im ^ 

• v • _"0 0 

由 5 的任意性有 


(x)-/( 0 )) 
x 2 +V 2 


dr < 告汐 . 


limp 丛 


(x)-/( 0 )) 

•r 2 +y 


dr 


从而 


l l ^o ^+/^ = /(0) - f 


于是 

” 十 o 丌 J o x + 


=lim -p dr + lim -T 

KJ 0 X 十 J 广^丌 J e 

=/(0) •吾 • ！ = /(0). 

乙 7 T 




lim 


fl 


•r 2 +y 


/( 0 ). 


同理 
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故 


lim — 

o 丌 


yfU) 


o x 2 +y 

【3776.2】 求 / 


dr = /( O ). 


+ 1 


解由 


dr 


= f 。 


dr 


•- 


dr 


h + I 29 


0 x n + \ Jox H + l * J. 1，，+ 1 
知 /, 是正常积分，显然关于〃一致收敛.而 / 2 中 《r>l， 于是 


2 时 ，： T 


+ 1 


< 


1 


•故 J 2 关于 71(” > 2) 一致收敛，所以 


f 十 

lim 

0 




dr 




1 


ri 

lim 

• 0 ir^K. 


dr 


- x w + l 


I 


lim 


dr 




ri r+oo 

dr + 

Jo I 


OcLr = 1. 


事实上， 


dr 


ox ri 

由积分中值定理 

dr 




dr 


l-t x 




，任 e > 0 ， 


「 i_f 

Jo ^ 


+ i r +1 

dr 1 


(l-£)^e [0,1-e]. 


于是 


从而 


又 


1-, x n + l rj n + l 
,_t dr 


e < e，7 6 [1 —e，l]. 


r 卜 

lim 

0 


lim 


. f 1 « 

l Jo ^ 


，+ l 

dr 


lim 


-r + i 


(1—e) = 1 — e. 


<1， 


+ 1 

dx \ P dr 


x M + l 


% 

毚 


o 尸+ 1， 


于是 


lim 


dr 


o j：" + 1 




e. 


由 e > 0 的任意性有 
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第七章含参量的积分 


>1, 


cLr 


1 - f 1 dr 〜， 

点如 = h 

! 点 =°. 

【3777】证明 ：积分 

F(a) = f* e~ ( ^ u) 2 dx, 

Jo 


是参数〃的连续函数. 


证 F ( a ) 


r 


cb 


「• V 2 dr 

J —“ 


fO 2 2 

e r dr + e 7 di 

• —a 0 


2 心 +#， 


由变上限积分性质知 e ^ dr 是(— oo ，+ cx >)) 的连续 

Jo 

函数，故也是 c / 6 (— oo ,+ oo ) 的连续 函数. 

• a 
ri sin 7 

【3777.1】 证明： F ( a )= -^dr •在 0 < a <l 区间是连 

Jo x ° 


续函数. 

证 


设 0< a < cxo < l , 当 0< I <1 时，有尸>，，即士 


于是 


\'o ^ dx < £^ dr ^ Iii dr = r ^;- 


从而 f : 


sin 


dr 对0 < a <如< 1 一致 收敛. 于是 F ( a ) 当0 < a 


< ao<l 时连续，由 a 。 的任意性知 F ( a ) 在 (0,1) 上连续 • 
【3778】求函数 
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F ( u ) 


1：^ 


sin(l — a 2 )jt 


dr 




的不连续点，并作出函数 J = F ( a ) 的图形. 
解 当 1-a 2 >0,即 | a |< 1 时， 

sin ( 1 — u 1 )x 


F ( a ) 


•作 si 
• 0 


(l-a 2 )x 


d [( 1 


sin / 


dr = 


当 1—“ 2 <0, 即 U I 〉1 时 

sin ( a 2 — 1 )j 
o ( a 2 -\)x 


F ( a ) 


2^3 ■ 




(a 

sin / 


d [( a~ — 1)1= 


dt 


_7T 


当 1 一 a 2 =0 , 即丨 a | =1 时， F (“) 
的不连续点，如3778题图所示 


0,于是“ =土 1 为 F ( u ) 



3778题图 

研究下列函数在指定区间的连续性 (3779 〜 3783). 

【3779】 F (a) = J7 当 a >2 时. 

解对于积分 L . ^^，当了>1时， 

其中 a >。> 2，且积分厂收敛，故积分 L 对《 > 

ao 一致 收敛. 因此 F(a) 当 a >的时连续，由 a。 > 2的任意性知 
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含参量的积分 


F ( a ) 当 a >2 时连续. 
【3780】 F ( a ) = 


r 


COSJ 


cLr , 当 a >0时. 


任给的 A >1， 皆有 

•A 

cos^dr < 2 ， 


而通古在 .^>0 时关于 X 单调递减，且由 


0 < — ^ — - 了 > 1> a 。 〉0, 


知当 .r 


CO 


时，■在 a > a 。时 一 致趋寸•零.因此，由狄里克雷判 


腦知 f 致收敛•于是函 数 ㈤ 当 6 

ao 时 连续. 由 a 。 〉0的任意性有 F ( a ) 在(0,十⑺）上连续 • 


【3781】 • F ( a ) 


当 o < a<m 


I ： 


sirrr 


(7 r — x ) 


cLr 



sirLr 


X °(7 T — J ) 


dr 


siar 


o x a (n — J ：) 


cLr 


_f° sin(7r 
J 4 ( 7T — 


sin( 7 r — /) 

(7T-/) 0 / a 


si or 


x °( iz - x )° ^ 


由于当 0<77< l ,0< ao < a < a , <2 时，有 


(fr 占十 


于是对任意的 e >0, 当 


0 < C . 7 j <i S = min | 1, (2 —ai )今 (号 ) 。* | 


时，对所有皆有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


x a (n — xy 


<1； 

因此，若 a 。 < a <⑴时，瑕积分 f 


sirir 


^(tt — x ) 


dr < 


siar 


x°(n — jt ) 


dr 一致收敛.故 


F ( a ) 在上连续，由 0 < aG < a i <2的任意性知 F ( a ) 
在 0< a <2 上连续 • 


【3782】 F ( a ) = 



^心，当 0 <a<1 时- 


解 F ( a ) = 2 ~~ : dr = 2 ^ r - d /, 

I siar r ^Jo sin a / 

当 0< a < a 。< 1 时， 

Jo sin a / Jo sin ® 0 1 

易知 f "-^- = 2 [ f 

Jo sin °°t Jo sin 0 1 


且 


lim 广 


sin %/ 




于是它是收敛的.又级数为公比等于< 1的几何级数， 
它也收敛，于是，由维氏 W 别法知级数 




对0 < a < a 。 一致收敛，从而 f -j ~~ r - r^dr 对0〈 a < a 。 一■致 

Jo I siar | c 

收敛.因此， FG ) 在000。上 连续. 由 a 。 < 1的任意性知 F ( a ) 
在 0< a < l 上连续 • 

【3783】 F ( a ) = ae 功 2 心，当 _oo < a <+ oo 时. 

0 

解 当 a 參0时， 

F ( a ) = _ l e _ 功:’ 

a 



连续.当 a = 0时， 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章?含参量的积分 


F (0) 


I ： 


0 • e~°dr 


于是 F ( a ) 在 a = 0 处不连续. 

§3. 积分号下广义积分的微分法和积分法 

1. 对参数的微分法若 

(1) 函数 /( jrj ) 在域 a < + °°， 《yi < ^ < ^ 2 内是连续 

的且 /,(> r ，： y ) ; 存在； 

(2) f / Cr ，： y)dr 收敛； 

(3) f / y Cr ,30 dr 在区间(: VU 2) —致收敛， 

则当: yi < «y < %时 

表 f(x 9 y)dr = J f r y (j ： 9 y)dj ： 9 

(莱布尼茨法则). 

2. 对参数的积分公式若 （1) 函数 / Cr ，： y ) 当“及: vm < 
y < y2 时是连续的； 


(2) [* f ( x , y)±r 在有界区间(％，火）一致收敛， 

o 

J " dyj f ( x , y)dr = | drJ 、/( j *，： y ) dj ; 


① 


若 / Cr ，： V ) >0,且假定等式 （1) 的一端有意义，则公式①对 
无穷区间(％，％)也是正确的. 


【3784】利用公式£*1- 1 心， 

”广 Wldr ， 其中爪为自然数. 

0 


( w > 0) 计算积分 J 


解 


dr /f 1 

d // 


lar ， （〃>0,为任意实数）积分 


广 1 lnj dr . 


① 


对于" >叫>0—致收敛.事实上，当0<1<1，”>”。>0时， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


I lar |<— x w o _, lar , 

而积分 [ W 1 lordr 收敛 (2362 题结论），因此，由维氏判别法知积 

分①对>0—致 收敛. 于是积分 k 广 1 dr 对参数 w > 求 

导数时，积分号与导数符号可交换，即 

d 

p 

fJ i 



广 1 dr 


疇 

• « 


d?i 


dr 


lrudz*. 


由 w > 0 的任意性知，上式对任意 ； z >0 皆成立.同理对^逐次求 
导数，也可在积分号下求导数，即 

d 2 r i … r 1 d 




广 1 dr= ^ •( 广 UruOdr = [ x^ ] ln^dr, 

0 0 Q7I Jo 


由数学归纳法有 




dr 


广 1 In ， 


但 


dx = — An> 0). 


于是 


l ) 


从而有 


In ， 


(- 1 ) 


【3785】利用 公式％ 

Jo 


dr 




(a>0) 


计算积分 / 


cLr 


(x 2 +a) 


，其中 W 为自然数. 


解 




T-J 


l 


( P + y ) 2 


，积分 


dr 


Cr 2 + d 2 , 


① 


对 a > a 。> 0 —致 收敛. 事实上，当 j > 0 ，a > a 。 > 0时， 

1 


Cr 2 +a) 2 〜 Cr 2 +a 0 ) 2 , 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 



含参量的积分 


而积分 J7 


dr 


收敛，于是由维氏判别法知积分①当^ > 


| ( 文 ，2 + “ )2 4 mj -II- y yj-j/^ h yj vi/ z=i « 

ao ^ O 时一致收敛.从而由莱布尼兹法则有 

d dr 二 1 \ , = _ f 400 dr 

daJo j 2 +a Jo da^x 2 + a) Jo (j 2 + a) 2 * 
由⑹ > a 的任意性知，上式对一切 a > 0皆成立.同理对积分 


dr 

x 2 +a 


r £(:+> 




逐次求导数有 

x + a 

dr _ 
ck^Jo x 2 -\-a " 


(- l )- n ! 


cLr 

( x 2 + “） 



dip dr 
da 3 J o x :， + a 


£ 




• 3tc 1 

z 3- * 7? 


由数学归纳法有 


da n J o x 2 +a 


〜- (4). 


于是 


【3786】 证明： 狄利克雷积分 


/(a) 


r 


关0时具有导数，但是不能用莱布尼茨法则求解, 
提示:假定 ar = 

证 当 a > 0时，令 or = 有 


1(a) = 

当 a <0 时， 


r ， 


1(a) =-I(-a) 


丌 

2" - 


于是当时， 

I f (a) = 0 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


但，若用莱布尼兹法则来求，则得错误的结论，事实上，积分 


J 7 )^ = If cosordr , 


发散，而 r ( a ) =0( a ^( 
则求 I \ a ). 

【3787】证明 ：函数 


0( a ^0) 存在，因此•本题不能应用莱布尼兹法 


F(a) 


• 0 T 


COSJ* 


cb ， 


Jo l + (i + a ) 2 — 

在域 _ oo < a <+ oo 内连续且 可微. 

证设咖为(一 oo ，+ oo ) 内任意一点，记 
M = max( | ao — 1 I « I a。 + 1 I ) ， 
则当 (ao — l,ao + l ) 时，有 


cosx 




l + Cr + a ) 2 、 1 + Cr — M ) 2 , 


立厂 cosx 
L1 + (x + a) J - 


2( j : - fa)cosj 
[1 + Cr + a ) 2 ] 2 






a I 瀵▼赢， 

由积分 r 收敛•于是积分 J : 


cosx j 

l + (x + a ) 2 


和 去 [i + ]心在 ( ao _ l ， at ) + l ) 内一 '致 收敛.从 ifij 

F ( a ) 在(⑹ - l，ao + l ) 内连续且可微分，且可在积分号下求导数. 
由的任意性知 F ( a ) 在(一 oo , + w ) 内连续且可微分. 


【3788】根据等式 


hr 


e -> cbN 计算积分 


I ： 


-dr 


( a >0 J ?>0). 


解不妨设 a </;，注意6—° 在 {(1，>0 | x ^ ^ ^ ^ 6} 

上连续.又积分 (7 eidr 对“ 是一致收敛的.事实上，当 

*r > 0 ，a < j < 6时，0 < e - 〃 < e “ ，但积分 j 「 e “ dr 收敛，于是 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章 含参量的积分 


积分 J : 


e -^ dr 是一致收敛的，故由参数的积分公式有 


•+oo rh n, r-foo 

dr e - ^ dy = dy \ 

Jo a J a JO 


又上式左端为 


右端为 


从而有 


广 e -or _ e — 、 

Ja y a 

•+ « 0 -cu* — e ~ 4 r 

0 X 


—— dr = In —, (a > 0 ,/; > 0 ). 


【3789】 证明： 费洛拉尼公式 


Hoo 

0 




(“ >0,6>0). 


其中 / Cr ) 为连续函数，积分 f ^ dr 在任意 A >0均有意义. 

A X 


证对任给的 A >0,有 


• 4 oo 

A 


( or ) — Ixr ) 


dr 


A X J A X 

J Au t J ^ t 

II^ = ^C7 = ^ )ln 


其中(尨，沏），不妨设 a <6, 当 A - M ~0 时，芒 
在 :r = 0点连续，有 

运用费洛拉尼公式计算积分 (3790 〜 3792). 


核因/⑴ 


【3790】 


cosar — coshr 


dr ( a 〉0,6〉 0). 


解由于 cost 在 (0，+ oo ) 内连续•且对任意的 A >0, 积分 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


COSX 


dr 存在，于是由费洛拉尼公式有 


cosor - cos & r ^ = cosQ . ln A = | n A . 


、 cosar — cosh: 

Jo JC 

【3791 】 sinar 

Jo X 

解 和 3790 类似，因 


dr ( a 〉0,6〉 0). 


sinO 


于是 


: r ' 

【3792】 

0 

解令 


sinter 


dr 


arclanar — arctan/ir 


dr (a > 0,6 > 0) 


/(• r )= 吾 


arctanr ， 


则 f ( x ) 在 [0，+ oo ) 上连续，由于 / Cr )>0 且 


lim x : 


2 •脸 


arctaar 


lim 


lim 


1 +: r 2 


于是对任给的 A >0, 积分 p ^ dr 皆收敛，因此由费洛拉尼 

^ A ^ 


公式有 

r ( 号 _ arctanor ) _ (号 _ arctan&r ) 

- x - 心 : 

-Ti h f + arctanoo * — arctan & r 」 丌 i a 

于是 - cLr = ^- ln —. 

Jo x l b 

用对参数的微分法计算下列积分 (3793 〜 3796). 


-5-In 


【3793】 | 
解由于 


e -or ‘ 一 e 一 〆 


cLr ( a >0^>0). 


lim 


lim 


— 2are ar + 2/2re 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


于是1 = 0不是瑕点，又由于 


lim 


lim 


从而任给的 a >0,^> 0,积分 



e -ar- _ e -〆 


dr 皆收敛，现令/? 


> 0同定，把所求积分视为含参变量> 0) 的积分，设 


1 ( a ) 


•4oc 

0 


dr ， （ a 〉 0). 


o dx 




•re 


dr . 


下证右端积分在 a ^ a 0 >0 时一致收敛，事实上，当 a > a 。 ， 0 < x 
<+ oo 时， 

0 < < : re 、’ ， 

而积分 




dr 


2 ^ f 




收敛•故积分 J xe -- dr 在 a > 如时二致收敛，因此，当 a 
时，可在积分号下对参数求导数 


I \ a ) 


-1； 


xe a, dr =— r -. 


由 cr 。> 0 的任意性知，上式对一切 a >0 皆成立，积分后有 


1 ( a ) =—f lna + C， a 6 (0, +~) 
其中 C 为待定的常数，在此式中令 a = /?，有 


- I , 


—公 卡 


dr = /(^) 


ln /?+ C 


C = yln /3. 


于是 


1 ( a ) =— ylna + yin /? = yin f，(a > 0) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

厂 +°° p-ar 2 一 -fir 2 1 O 

即 ---- dr = jin 义， (a>0, 0>0). 

Jo x 2 a 

【 3794 】 j: ( 6 " 7 6 (a>0,/3>0). 

解由于 

lim - = lim -- - 迟 — = a , 

于是 x = 0 不是瑕点，又由于 

于是积分 jf ( gZ -~-"-) 2 dr 收敛 (《 >0,/?>0).同样，把/?> 0 
固定，考虑含参变量《的积分， 

Ko )= jr ( ea * 7 e 〜 心，°〉 0 . 

由于 |^|(e^e>) 2 dr = _ 卜 - 广>， 心 


=_ 2 ln 0),(3788 题结 论). 


而当 a^ao >0，1 < x <+ oo 时 


~<o+^)x 




2 e 〜 


且 r 


dr 收敛，事实上这是由 



lim x 2 • 





知其收敛.于是 



^ a > a 0 时一致收敛，从而 



^ a ^ ao 时一致收敛，请注意，= 0不是瑕点，这是因为 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


lim 




a. 


因此，由莱布尼兹法则，当 a >如时，可在积分号下求导数 


l \ a ) 


r 砻( 


) 2 心=-&爭 


由 a 。 > 0的任意性知，上式对一切 a >0 皆成立，积分后有 


1(a) =-2jln^^da + C, 


㈣ 


da = aln 


^^ + /3ln(a+i?)+C 


于是 


1(a) =- 2aln - 2/3ln(a + ^) + C. 


其中 C 是待定常数，令 a = ^由 J (/3) =0有 
0=-2/3ln||-2/3ln2^4-C. 


2/3ln2fi 


于是有 Ka ) 




2/3ln(a+^)+2^1n2/3 


(2a) 2o (23) 2 ^ 


(a + /3) 




r( ( 

【3795 】 I 


dr 


(2a)^(23)^ 

( a + 广 v ’ 


a>0,/3>0. 


sim/irdr (a 〉 0 ， /3 〉 0). 


0 时， 


si nwr dr 


现设 w # 0 ，由于 

f^-ar 

lim - 


suvru 


于是 1 = 0 不是瑕点，从而被积函数在 { Cr ， a ， 卢） U 6 [0, + CO )， 
a >0^>0\ 内连续，其中 t = 0 时的函数的值理解为极限值，又 
由于 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


—决 


而积分 f 
敛.从而积分 J 7 

r I ( 






dr 收敛，故积分 


> 0 , 


_-决 


si rwLr dr 收 


sim/u cLr 收敛，当 a > a 。 > 0时，积分 




是一致收敛的，事实上 


sin^ir 


)—r 


e 


sinmr dr 


乂 


积分 [ 


e 〜 dr 


/( a ) 


r 


1 •收敛，于是对于积分 


sirwircLr , 


当时可应用莱布尼兹法则，得 


l \ a ) 


sminrcLr 


Jo a +/M 

由 a Q > 0 的任意性知，上式对一切 a <0 皆成立.从而 


， (1829 题结论) 


1(a) 


■ ■ ■ 


. m 
. a 2 +m 2 


da 


arctan — + (、， 


其中 C 是待定常数，令 a = A 则得 
/(/?) — 0 =— arctan A + C ， 


于是 


C = arctan 


1 


从而我们有 


r 


sim/nx dr = arctan 


A- 


arctan 


m ^ 0. 

【3796 】 j -- — cosmrdr ( a 〉0，々〉0). 

解 和 3795 类似，当 a >0 时，积分 
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3. 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


/( a ) 


e ^ — e 


o 


X 


• ^ 

— COS/7LT (Lr ， 


可用莱布尼兹法则有 


COS//1T 


X 


K 


e _a, cos/nxdr =--^， 

0 a -\- rn - 


(1828 题结 论). 

由 a 。 > 0的任意性知，上式对一切 a >0 皆成立，从而 


1( a ) 


~ Ia ~ 


ada 


+ ”z 


-rrlnCa 2 + m ) + C\ 


其中 c 是待定常数，令 


有 


a = 毋， 

1((3) =0=--| ln (/^+/ W 2 )+ C . 


于是 C =万111(斤+/« 2 ). 


从而 


r 


e _ar — e 一步 1 

- cosmr dr = -^ln 

x 2 


分 + m : 


a 2 + 


m 


(a>0 ， /?>0). 


计算积分 (3797 〜 3802). 

1 ln ( 1 — a 1 x 2 ) 


【3797】 
解由 


2 


dr (| a |< 1) 


2 a 1 x 


lim = lim Inil -^ 2 ) 


/ V\-x 2 


J- M-0 


9 


lim 

x »40 


\- a 2 x 2 


2 x 


知了 = 0 不是瑕点，故被积函数在 { Cr ， a ) I 0^ x<U Ia |< l } 
内连续，注意 i = 0 时的函数值理解为极限值，又由于当 I a |< 
1时， 


461 



吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


\n(\-a 2 x 2 ) 


<_ ln(l — J 2 ) 

.j* 2 Vl—J ： 2 、： r 2 v/1 —x 2 

而积分 I * 1 ln (1 — •收敛，这是因为 

Jo ：r V\— x" 


0<x<\ 


lim (1 

r-^1-0 


ln( \ — x 2 ) 


X 1 v/l — J 2 




0. 


1-0 


于是积分 


ln(l-aV) 


0 xWl + -r 2 

续函数，另一方面，易知积分 


dr， 对 |a |<1 —致收敛，从而为 a 的连 


f 1 ^[ ln ( 1 — 
Jo 


dr 


da L x 2 v \ — x 2 - 

对 U l<a。<1 一致收敛，事实上 


-2a [ —— 

J o M — 


dr 


C\-a 2 x 2 ) v/1 


-2a 


(l-a 2 x 2 ) /I 




a(2 > y/l— X 2 


0< X < 1， 


而积分 


dr 


1(a) 


0 y/l-X 2 

1 ln(l-aV) 


f 收敛，于是，对积分 


工 2 yr ^ 


dr. 


当时可用莱布尼兹法则有 


(a) =— 2a 


dr 


(1 — a 2 x 2 ) v \— x 2 


由 a。< 1 的任意性知，上式对一切 I a |<1 皆成立.现在考察 

dr 


(1 — a : x 2 ) /I — j* 2 


作变量代换 *r = sin/ 有 


.l-a4in 2 / = 1(1 T 


dt 


asm/ 


i 


dt 


1 +asin/ 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章含参量的积分 


再对右端两个积分作变量代换 


tan — , 


dt 

1 — asin/ 


dt 

1 十 asint 


I -a' 


tan ~^r — a 

二 arctan ^ + C 】 ， 

tan —+a 

.arctan 匕 + C 2 . 


从而 / 、〉 =- 2q \ 1}( t ^ + t1 ±-) 


2 a tan 

z=. arctan _ 

\-a 2 —/ 


+ arctan 


1- a 2 


\ 

tan + + a 

"75^7 


TO 


l - a : 


la |<1. 


两端积分有 


1(a) 


ada 

7 T - ；- I — 

Vl — a 


— a 1 +C, I a I < 1 


其中 c 是待定常数，令 a = o 有 

1(0) = 0= 7 T + C 

于是 c =— 7T» 

从而 /(a) = — tc( 1 — Vi — a 2 ) ， a I < 1. 

在上式两端 a—1—0 和 a— — 1+0 取极限，且由 J(cr) 在 [― 1,1] 
上连续有 

1(1) = 1(-1) =- tc . 

于是，当 UI<1 时 

「 \n(_\_jcr^) 心 = _ 兀 (1 — /T^V). 

J ° x 2 / r = r ^ 


7 r ( 1 


I-a 2 ) 


【 3798】 1 (|a |< 1). 

Jo Vl—x 2 




解和3797类似，我们有 


1( a ) 


1 ln( 1 — a 2 x 2 ) 
• 0 


dr. 


在[一 1，1] 上连续，且当 Ul < ac < l 时，可用莱布尼兹法则，于是 


I f ( a ) 


f 1 互 「 ln(l - 

J 0 ar - J\ 


a 2 x 2 ) 


dr 


2 or 


0 ( l ~ a 2 x 2 ) 


clr 


ir_a 

aJo (1- 

2r dr 
a 」。 y/l-x 2 


- aV)-l 

a 2 x 2 ) 


dr 


IP _ 

a Jo C ^ — 


_clr 

(l-a 2 x 2 ) 


1 


= 2 a 7T_ 2_ 7T 

a 2 a 2 v/1 — a 2 

= -- 7 , I a 1^ ao ^ 0. 

a a \/l — o w 

由 a 。< 1 的任意性知上式对一切 0<| a |<1 皆成立，积分后有 


1( a ) 


l(f 


da 


7 rln I a +7 rln —--— + C 


= 7rln(l + /I — a 2 )+C ， 

其中 U |<1 ， a 关 0， C 为待定常数 •令 a -0, 且由/( 0 )在 0 
0的连续性有 

1(0) = 0 =丌 ln2 + C. 

于是 C=- ； rln2. 


从而有 /( a ) = ;rln ^■ 十 ^ 1 - — 〆 ，| a |<1. 

在上式中令 a — 1 —0 和 — 1 +0又及 1( a ) 在[一 1，1]上的连 
续性知上式当 a =士时也成立，于是 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 




I a K 1 


【3799】 
解设 

1(a) 




arctanar 

2 


Hoc 

1 


arctanar 


- 1 


dr 


显然 J (0) =0,当 a <0 时，由 


lim 


arctanar _ jr 

x 2 


于是 /(«) 收敛，其次易知 


1 


3 / arctanar 
da la* 2 Jx 2 — 


f ) 


dr 


_dr_ 

x(l+a 2 x 2 ) 


= •* / 2 d / 

_ Jo yi[zr^ {t 2j ta 2 ) 

对致收敛.事实上，当 1 时，有 


广 — 

J, x(l + 
•* _ t 

Jo y/T^T 2 


yi^7(/ 2 +a 2 ) 




- - 

1 一 


且 

% 


0 




收敛.于是用莱布尼兹法则有 


I \ a ) 


r ^ ( 

Ji da \ 

「—— 

Jo 


arctanar 


f ) 


dr 


t 2 dt 

7 U 2 + a 2 ) 


•i u 2 - 

• 0 yr ^ 


+ a") -- a 1 

^ T ^+ a 2 


At 

7f^7 


yT^F(t 2 +a 2 ) 


2a Va 2 + 1 


a 7 t 


2 \/l + a : 


^ 0 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


从而有 


1(a) 


7T 7T 

2 a ~ J . 


ada 


v 1 + a 2 


寻 \/l + a ? + C ， a >0 


其中 C 为待定常数，令 a = 0 有 


1 ( 0 ) = 0 


号 + c ， 


于是 （：=寻.从而当 0 >0时 


arctanar 


xLr=-^(l+a — \/l +a 2 ). 




当 a <0 时， 


arctanar 


x 


广 -r 


arctan(— a)x 


x 2 yz 


dr 


4(l-a- v/TTZ) 


于是，当 _ oo < a <+ OO 时， 


arctanar 


x 


-1 


.cLr = -^-( l+|a ! — ^ 1 + a 2 ) sgna . 


【3800】 
解令 

h = 


\n(g 2 + j 2 ) 
/?+* r 2 


0 


ln( 1 + a 2 X 2 ) 

#+了 2 


dr ， 


其中 a > 0 是参数，/ 3> 0 固定.该积分当0 < a < a , U > 0为任 
何有限数）时一致收敛.事实上，当0 < a < 幻时 


0< ln ( ^ y ) 6 [ 0 , 


而积分 


作 ln(l+afx 2 ) 

o 〆 +/ 




dr 收敛，这是因为 


)， 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 



含参量的积分 


1 .— 4 ln(l +aix 2 ) A 
hmx 2 • ― To—~o — = 0. 

^ + X" 

于是 // I ) 是 0< a< ai 上的连续函数，由 m >0的任意性知， 
h ( a ) 在0 < a <+ co 时连续.其次，易证 

a rln(l+a-V)-| . 

Jo a?LTT^ r_ J dr 




dr 


r 


2ar 


da 


Jo (#+ x 2 )( l + a ir 2 广 cx^+V 
当 0 < an 时是一致收敛的，事实上，此时 

0 ^_ 2gx 2 _ < _ 2g x x 2 _ 

^ C ^+^ Kl + aV )^ (斤 + J ' 2 )( l + a §« r 2 )’ 


而积分 


2a 1 


0 < i < oo , 

dr 收敛.于是.由莱布尼兹法则， 


i"j j (斤， 一卜 ^ 2 )(1 2 〆 , ） 1 • J At y mi ，卜 

当 0 < < a < a 时，在积分号下求导数有 

l '^ x) = ^+ T - 

由 a 丨与 a 。 的任意性知，上式对一切 0< a <+ oo 专 
端积分有 

//a) = -|ln(l+Q^)+C,0<a<+c>o. 

其中 C 是某常数，在此式中令 a —+ 0取极限，且 /^( a ) 
<+ co 上连续有 

0 = /^(0) = 0 + C ， 

于是 C =0, 从而 


皆成立，两 


/^( a ) 


骨 ln ( 1 + a /3) ，0 < cr < H ~ °°. 


对于所求积分，作适当变形，当 a > 0^> 0时•有 


ln ( a ~ + x 2 ) 


^+ x 2 


21 na + ln ( 1 + ~4 


/?+ x 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


mu 


•+CO 

na 

Jo 


dr , r - ln ( 1 + 7 
#+: 2 Tj 0 


cLr 




/? /? V a / p . f 

此式当 《r = 0 时也成立，只要在两端令 a + f 0 取极限即可.这是因 
为积分 

Ka ) = (卢〉。固定）， 


dr ， (卢 >0固定）， 


当0 < a <去时一致收敛，易知 


7 ln(a J +x 2 ) 


0 


dr 


ln(a 2 +x 2 ) 


/? + 


dr 


当0 < a <去时都一致 上敛. 事实上 


ln(a 2 +*r 2 ) 


/? + 


< 


21 ar 


^ 2 + x 2 




而 收敛 ，又 


n < ln ( a 2 + x 2 ) < ln( | +J " ) 
^ ^+ x 2 ^ ^+ x 2 ’ 


^ < C + 00 ， 0 ^ a ^ » 


而 


ln(4+x 2 ) 


” - dr 收敛，于是 

/?十了 

对任意的 a 与 /?(/? 关0)，有 


dr 收敛，于是 /( a ) 在点 a = 0( 右）连续. 


•+oo 

• 0 


ln(a 2 + J 2 ) 


〆 + 


」 r°° ln(| a l 2 +*r 2 )」 

叫。 丨外 +P dr 


-^~ yln ( I a ;l 夕 I )• 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


当/? = 0时，上式不成立，右端无意义，左端的积分 

f' ln(a~ ~f" j .' 2 ) 1 曰 /m 廿 


dr 易知其发散. 


【3801】 

Jo 


arctanorarcta 】 


dr , 


解 

显然了 = 


设 a >0，/?>0, 
o 不是瑕点，因为 


lim 


arctanor • arctai 



当卢 >0 时 


arctanor • arcta: 


< 


^jc 


e [ i ，+ co ). 


而积分 # 收敛，于是积分^ 

1 X J 1 

0，/3>0时一致收敛，从而积分^ 

0 

^ 0， p >0 时一致收敛.因此，函数 


arctanor • arctai 


arctanor • arcta: 


dr 在 a > 


cLr 也在 a 


/( a »/3)= 

Jo 


arctanar • arcta: 


dr ， 


是 a > 0 上的二元连续函数，下面考察 


J ( a ,(3) 


da ^ 


tanar • arctai 


[*+ arctan/3r , 

Jo J -(l+aV ) CLr， 


K ( a ，/3) 


d I arctan^r \ , 

a^lxCl+aV)/^ 


•+oo 

Jo 


dr 


"Jo (l+a 2 x 2 )(l+^x 2 )' 

两个积分，由于当>0，0>0时 

I arctan^r | 〈工 ._1 


而积分 1 


: r(l + q 2 x 2 ) I 
dr 

-r (1 + aljr 2 ) 


H \+ aU 2 ) 


， x 6 [1 » +°°) 


收敛，于是积分 J * 


arctai 


(1+ aV ) 


dr ， 当 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 



> a o ^>0 时一致收敛，又因为^；^ r ( -p|-^2 ) = /?,故 x = 0不 

是瑕点，从而积分 x d” 心当 0 #彡0也一致收敛 • 

因此， J(a ，/3) 当时连续，且可在积分号下对 a 
求导数有 

r ^=\7 ① 

由 w > 0的任意性知， （ 1 ) 式对一切 a > 0> 0成立，且 J ( a ，和 
是 a > 0，/3> 0上的二元连续函数 • 

其次，由于当戽 >0， a 〉0 时 

0< (l+aVKl+^-r 2 ) < l+ l ^x 2， °^ Jr<Ca， 

而积分 r 南收敛，于是积分 r 。仏4+") ，当 

/?^/3h,a>0 时一致收敛，因此 K( a 是 a > 0 上的连续 

函数•且①式中的积分当 /3>A， a >0 时可在积分号下对/?求导 
数，有 

r^(a,/3) =J 0 ( 1 +q VK 1 +^ 2 ) 

= a 2 p dr _ ^ f ^ dr 

" a 2 -^Jo 1 +a 2 x 2 a 2 -^Jo 1+^x 2 

= a7T_ 0TZ _ n 

— 2( a 2 —，） 2( a 2 _ 〆 ） — 2( a +/3)， 

由戽 > 0 的任意性知，任意的 a >0，/3>0 皆有 

’V(a，/3) = J %( a ， p ) = 2( a 〜 戸). ② 

请注意，在推导此式时应设 a ^(3 ，因为推导过程中分母内有— 
〆，但由于 K( a ，p 是 a >0^>0 上的连续函数，故通过取极即知 
②式当 a =/?时也成立，在②式中固定 cr 〉0,对/?积分有 

= J(a^) = yln(a + ^)+C(a), 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章含参量的积分 


其中 C(a) 是依赖于 a 的常数，在此式中令0—+0,且 J( a ， 妒在 
a>0，/3>0 上的连续性有 

0 = J(a»0) = limj(a ^) =吾 lna + C(a). 

于是 C ( a )= —号 Ina. 

因此 r a (a^) =-|ln^,a>0,/?>0. 

乙 Q 

再同定 /? > o ，对 a 积分，由分部积分法有 

/( a ’/3) =号 aln ^ 十』 + -^/? ln(a +/?) + C ! (/?) ， 

其中 G (/?) 是依赖于/?的常数，在此式中令 a-+0,& /( a ， 炉在 

上连续有 

0 = 1(0,(3) = lim/(a^) = 号 /?ln/?+ ( 卢)， 

于是 C '(/3) =- f / Unfi , 


从而 


I ( a ^) 


fin (g ^| )g ： /i (a>0^>0) 


综上所述，对任给的 a # 有 


arctanar 


dr 




【3802】 

Jo 


#关0 

ap ^ O . 


ln( 1 a 1 x 1 )ln( 1 + 


解 


设戸 >0, 因为 

ln(l +a~x 2 )ln(l +/?J* 2 ) 


lim 


V ， 


于是 O ' = 0 不是瑕点，当 0 < a < ai ，0 < 沒 < 爲时有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




ln ( 1 + aix 2 ) ln(l + 戌 j 2 ) 


又因为 


U m ln(l + al > r 2 ) ln ( 1 + 成 


故[厂 lnil ±^^ i±^dr 收敛， 


0 . 


于是 


•’ ln( l ±_ erV )l? 1+ 贫 / ) 心，当 0 < a < 幻 ， 0 </? 


< A 时一致收敛 
因此，函数 

I ( a ,/ 3 ) : 


ln ( 1 + a ' x 2 ) ln(l + ^ x 2 ) 


cLr 


① 


是上的二元连续函数，由 ai >0.卢>0的 
任意性知，/(心卢）是 a > 0上的二元连续函数,现考察 


J ( a ^) 


d rln(l + g 2 x 2 ) ln(l +^ x 2 )" 

d^l x 4 • 


K ( a ,/3) 


da 

〜 2aln(l+flV), 

: 2 ( l +〜） ， 

ar2aln(l+/3 2 J 2 )' 
d ( 3 l « r 2 (l + a 2 x 2 ) _ 

4 aB 


dr 


② 


dr 


• 0 


dr 


(l+a 2 x 2 )(l+^x 2 ) 

_ 2 kq 0 

a +〆 

两个积分，由于当 0 < a 。< a < m ，0 < 供时，恒有 


>0，/3>0. 


③ 




又 


2 a , ln ( l +/3 fx 2 ) 


dr 收敛，于是②式中积分在 0< a( , < a < 


> x 2 (l -\~ alx 2 ) 
ct \ ，0</3<爲上一致收敛，由此知 J ( a ，/?) 是 a 。 

A 上的连续函数，且在其上①中的积分可在积分号下对 a 求导 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


数有 


0 


2aln(l+^x 2 ) 


cb* = J (a ， /3 ) ， 


④ 


ioVa ^-Jo x 2 (l+a 2 x 2 ) " — J、^ 
由 a 丨 >加>0，奸>0的任意性知,^/( 0 #)是 ax )#》〗 上的连 
续函数，且④式对一切 a >0^^0 皆成立 •. 

其次，当 OCag ^ OC/i </3<译时，恒有 

0< ( 1 + 』取) <恭，… 0， + oo )， 

而积分 r 收敛，于是③式中的积分在 0< a < ⑴， 

Jo 1 +/ f ) X - 

0</31, 上一致收敛，从而，在其上②式中的积分可在积 

分号下对^求导数，有 


，’ ^?( a ，/3) = J 〜( a ，/3) = 



(1+^ V )(1+/? V ) 


dr 


2 naP 


⑤ 


rtla , >0,/3, >0 的任意性知，⑤式对一切 a >0，#>0 都成 

立，⑤式两端对/?积分后 G > 0固定）有 

/ a (ai/3) = J (at/3) = 2 tojS — 2na : ln(a +P) + ( 、 (a ) ， 

/36 (0, + oo ), 

其中 C ( a ) 是依赖于 a 的常数，在此式中令 0—+ O 取极限，且由 
J ( a ，/3) 在 a >0，/?>0 上连续有 

0 = J(afO) = limj (a^3) =— 2na lna + C(a). 

于是 C(a) = 27ra 2 lna. 

因此 I f a (a^) = 27ra)3 - • 丌 a 2 ln(o +/3) 2iza~ lna ， 

a > 0，夕〉 0. 

两端对 《 积分 ( p >0 固定）有 

/( a »/?) = 音 7 ra 、 ln(a +/?) 


— to"/? — 言 n/3 3 ln(a + /3) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


\na — C\ »a G (0, + °°)» 

其中 G(/3) 是依赖于 0 的常数，在此式两端令取极限，且由 
I ( a , p ) 在上连续有 
0 = /(0 ， /3) = lim/(at/3) 

= 警 〆 一音 7r/?ln^+Ci ((3) ， 

于是 Ci (/?) =— + 音 7 r /? ln/i 


从而 


/ (a ， P) = — 吾 7r(a' )ln(a +/3) + ^(a +/3) ' 


2 k 


7T^ + -77r(a' lna + ^\n/3) 


= ~^[ojt?(a ~\~a A lna +/?ln/? 

— (a A +# )ln(a+/?)] ， a 〉 0 ， fi 〉 0. 

因此，对任意的 a,/? 有 

广 lnU + aVMnd + zS 2 : 2 ) 

I ofi ! ( I a +1 /? I ) +1 a I s In | a | +1 ^9 | ' In | /? | 

— (I a I 3 | + | p | 3 )ln( I a |+| /? I)] ， a(3 # 0, 

10， c ^ = Q . 


dr 


【3803】根据公式 r 


计算欧拉一泊松 积分: / 


.4^ 


r 


e^'dr 


e ^' dr . 


Z l 

xe ' dy 


有 


解在积分 /= J7e—^cLr 中，令 《r = a/, 其中 《 为任意正数， 

I = m [厂 e _uV c^. 


在上式两端乘以 ei V ck 再对 W 从0到+ oo 积分有 
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3. 积分号下广义积分的微分法和积分法 I 第七章含参量的积分 

I 2 =j e~ w ' dwj we~^ r dt. ① 

因被积函数是非负的连续函数，且 

MdM = ^?v 

和 r e -( i ^^ wd/ = e v # j 

0 

分别对于/和〃是连续的，积分互换后的逐次积分存在.于是，① 
式中积分顺序可以互换（见菲赫金哥尔茨著《微积分学教程》第二 
卷），并且有 

p = r d € lu： udu = i \7 r +? = f - 



由 J >0 有 / 


dr 




利用欧拉一泊松积分，计算积分值 (3804 〜 3811) 


【3804 】 j 


r) dr (a>0,ac-b 2 > 0) 


解 


dr 


—J[(or4V/) 2 t ul A 2 ] 


cLr 


h 1 ~<m 


r e - 士一: dr 


(C-JL 



r 


dt 




4 ~a 


dt 


y/a L 



tr-i^ 


注:从 解题过程看出，只要 u > 0 这个条件就够了. 


【3805】 


(aix 2 + 2b\x -\-C\ )e <( 


dr 


(a > 0,or —Ir > 0) 


解 


设去 


(ar-\-b) 


则 


Jut — b 


475 





吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


代入 


\ ( a \ X 2 + 2 b \2 

J —co 

1 

=— e a 

sfa J 〜 L a 


+ 2 b x x + C x )^ y 


+2& rrr ) 


dr 


a\o , 2 ( ab \ — a \ b ) 
— t i --- 1 


a y/a 


axb 1 — 2ahb 


+ C,]e- /2 d/. 
■ 


由于 


- o 

- J te ' 2 1 


il : 




/e r dt 


f 如尤 r^c 

= 2 Io 




于是我们有 


r +<» 

(“ i : 2 

J —OO 


+ 了 + Ci) em) dr 




2 a/?b 


+ ^i 


■ 

) n /7 T 


(a 4 - 2b 2 )a\ — \abb\ + 2a : C\ /^T fciLa 

- 2^ - V 7 eu - 


注：只 要条件 u >0 即可. 


【 3806 】丨 


厂 or 


ch&rdr (a > 0). 


解 




chferdr 


•+OC 

• —oo 


( e ^ +0-^)(1^ 


1 f-foo 2 1 f+°o 

y e~ iar '~ fa) ±c + ^ e - ( 似‘咖心 

Cd —w Ls —OC 


- e ^ + 


i Vf e ' u 


(3804 题结论) 





. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章含参量的积分 


【3807】 


「 dr ( a >0). 


0 


解 


广 — 

e* x 

0 


dr 


2， 


及2355题的结论有 


「_ ) dr = A 「 e_«) ? dr = e 20 「 

Jo Jo 0 


k - (/ 4 4<J> 


dr 




dr 



【3808】 

Jo 


- e-f 


dr (a 〉 0 ， /? 〉 0). 


由分部积分法知 


r ^-=— r ( 〆 - 〆 ). 


+ c .， 


-c 


^ )dr 


2 L d(^.r)+2^ N^e ( ^ )2 d(v^r) 

2y/a • 夸 + 2v^ •夸 = j7r(y/^ — y/a). 


【3809】 


e ^cosArdr (a > 0). 


令 1(b) 


广 〆 


cos&rdat 


由于 


e ' ,<r " coshr ， 


xe 


2 . 


皆是 、 r >0, 一 oo <6<+ oc 上的连续函数，且此时 


cos&r i ^ e , 


xe ^ sin/xr xe~ ur ~ , 


而积分 f _ 一 2 dr 与 P * re -; dr 皆收敛，于是积分 

Jo J 0 
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e " cos&rdr 与 xe~ ar si nArdr 皆在 一 上一致 
Jo Jo 

收敛，从而可在积分号下求导数有 

I’ （ b) =— xe ^ sinftrdz • — oo < 6 <4- °°. 

• 0 

由分部积分法有 


are sin/ircLr 


2a 


e~^ sin&r 


e^ 2 cosArdr = y-I(b). 
caJ o La 


f 是 


I\b) =— 》(心) (—°°， 

\ i ( b ) dh = - i \ Mh ' 


\nl(b) 


■ ■ 


Aa 


+ c^e (- oo . 


其中 r 是待定常数，即 


1(b) =C、dbe (- 

其屮 G 也是待定常数，但 


oo ) 


① 


1 ( 0 ) 




dr 


1 r , 
^Jo e 




代入①有 G 


iVf - 


于是 


f +« n 

e--‘ 

• 0 


cos&rcLr = 1(b) 



b 6 (—°°，+°°). 


【3810】 

麵 

f+oc 

解 j 

Jo 


are ^ sin/ircb* (a > 0). 


2a 


sin/u cLr 


e ^ sin&r 


丄 f 4 " 

2a J o 


sin/u ， d(e 


-J:e 〜 2 ca— 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章 


2 a . o 


cosArdr 


4a 




(3809 结论 ). 


【3811 


e ’ ‘ cos2&rdr (w 为自然数 ) • 


解由 3809 结论有 


在 -a 2 


e /_ cos2/xrcLr = 孕 e ’’ • 

0 L 

由 系 (e ’ cos2&r )dr = 2 k 

Jo df ) 0 


① 


COS 


(2 ftr +^) dr , 


② 


.V 2 C os(2/at + ^)|</ 


>0, 


而积 f dr 对任意的自然数 A 皆收敛，于是积分②当 一 oo 

</;<+co 时一致收敛，因此，①式的左端可在积分号下求任意次 
导数，从而有 




2 2 "(— 1) 


cos2/w) dr 


2 2 V: 〜 e— ， cos(2/ir + ;/7r)dr 


cos2/zrd^ 





d/r 


cos2 / 之 rd‘r 


(- lr •無盖 (e 


【 3811. 1 】 证明： 

lim Jj' e 

、!*••+•• J -rf 

证因为要求 T 




__ 

vG 7 〆 

lim %/x 

= 封: ( 


foe 的极限 

令 “ =Jaxl 


(a > 0,a> 0). 
于是不妨设 *T>0 



du 


1 (W 

t = lim — 
一，: yja - 

vV ° 


VaT 

(J /(LT 

Var 


〆 d“ ， 


VcZr 


du 


du = ^ 

y/a 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


【3812】根据积分 


1 ( a ) 


汁算狄利克雷 积分: 


cir (a^O) 


D(/?) 



解设^>0,把 /3 固定， a 看作参景，与 3760 题类似，知积分 
r- ^dr 当 a > 0时一致收敛，从而 1 ( a ) 是 a > 0上的连 


续函数 ，又 W 为 


故 


sr 

0不是瑕点.由于 


-^(e--^ ： )cLr=-J 


da 


n/&*clr 


a 2 +(f 


易知积分 


mfirdr 当 a 彡 a。 > 0时一致收敛，这是因为 


n/2r 丨 < e *** • ’，而 


*dr 收敛，于是当时，积分 


sin^r 


dr 可在积分号下求导数有 


I \ a ) 


a 2 +^ 

由《。>0的任意性知，上式对一切 0< a <+oo 皆成立，两端对《 


积分有 Ka ) =-arctan|-+C,a 6 (0，+⑺）， ① 

P 

其中 C 是某常数，由 | sin W |<U | 知 

I /(a) |</?P e'^dr = (0, +oo). 

o a 

由此知 lim 1 ( a ) = 0, 

X _+沈 

在①式两端令 a-H~ %取极限有 

o=-f + c ， 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 I 第七章含参量的积分 

于是 c =f- 

从而 J(a) =—arctan 吾 + 号， a 6 (0, +oo). ② 

P 乙 

在②式两端令 a -+0取极限，又由 Ka) 在 a>0 上连续性有 
D(B) = 1(0) = limKa) = 吾， 

■r _"40 Z 

当/3<0时, D(0) =- D (- /?) =-号， 

又 D (0)=0， 

综上所述有 0((3) = fsgn/i 

【3812. 1】积分正弦曲线: y = Sir 的图形大体上是什么形式？ 

其中 Sir =「宇 d ，. 

Jo t 

解由 Si( — I) = r _d/ ■ 令 C v) 

Jo / t =— y - Jo — y 

• =— [ =_ Sir ， 

〜 Jo y 

知 sk 为奇函数, m 象关于原点对称.又 

lim r ^ d / =[' ㈣ d / = 号. 

•，，J 0 t Jo t u 

由常规的作图分析可知函数图形大致如下 3812. 1题图 




3812. 1题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


利用狄利克雷和费洛拉尼积分，求积分值 (3813 〜 3822). 


【3813】 

0 


,— ar 


COS 


dr (a > 0). 


解 


令 /(/?) =「’ 

Jo 


cos 


dr ， 


因为 lim 


COSi 


— 2 gre a, + 沒 si n /3 r 




于是 i = 0 不是瑕点.由于 


COS 


且 r ■与收敛.于是 

J 1 X 

% 2 

致收敛.从而 r — 

0 


致 . 于是 /( 炉是 

^ d _ 
Jo 叩 


: e ~ 2 --^dr 在一 a < 0 <+ oo 上一 

dr 也在 一 oo < 0 <+ oo 上一致收 
< P <+ oa 上的连续函数.下设 /?>(). 因为 




# dr 在>沐 > 0上一致收敛，这是因为当 


了 — +CO 


H 、 t ， 士 ■递减趋于零，而 


0 


， in/3rclr 


1 — cos)S4 〆2 
sin /^ U /3、 


上一致收敛.故当 


>( 1 时，可在积分号下求导数，得 

I ’( IT ) _^ cb . =号， (38 1 2 题结论 h 
由斤 > 0的仟意性知①式对一切/?> 0皆成立.因此 

/(/?)= |/?+C ， (0</3<+oo )， 


① 


② 


其中 C 是某常数.在②式两端令取极值，又由 /( P 在一 oo 
<卢<+〜上的连续性有 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第 i * 


③ 



r 


dr = 7(0) = YimKB) = C. 


由 3808 题结论有 


0 




dr = V^(v^-v^), a>0,/?>0 . ④ 


增 = 「 

0 


仿上面证明，可知 



cLr, a > 0, 


「当时一致收敛，故 


是/?>0上的连续函数，于是，在④式两端令+0取极限有 


0 


7(0) = limy (/?) =— \/na,Q > 0. 

+0 


代人③式有 c 



•故 


/(^) = fp— v/t^ ， (O<0<+C«) 


当卢<0时, 


/(/?) = /(-/?) = 吾 (_/?) — 


综上所述有 


COS 


cLr =吾 丨 一 v // 7ra*a > 0. 


【3814】 



I a 1^1/31). 


解 



「― cos(a — 3)x — cos(a + 


dr 


a +/? 

a — 口 


• (3790 结论 >• 


【3815】丨 


cos 


解 


sinarcos^^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


IL ~ 


sin(a + 3)x + sin(a — B)x 


sin(a + B)x — sin(fl—a)j ： 


dr 


dr 


3， 若 U |<|/3丨，（3791 结论）， 

fsgna, 若 U | =丨夕丨， （3812 结论）， 

fsgna ， 若 N 1〉丨0 1.(3812 结论）， 


【 3816 】 




sin 3 or 


dr. 


解 由 sin3ar = 3sinar — 4sin 3 or 


Jo 


sin 3 or 


dr 


sin3ar 


4x 


dr 


晋 sgna (音一 (3812 结论) 


sgna . 


[3817 ] 厂 


解记 


/(a) = { ； ( 亨) 2 仏 


当时，因为 


,• /sinar \ 2 

⑼(丁） =a . 


于是^ = 0不是瑕点.又 


smar 


) <去， 


且 rs 收敛，故 j 




sinar 


fir 在 a >0上一致收敛，从而 


H ^ f dr 在 a > 0 时一致收敛，因此 Z( a ) 是 a > 0 上的连续 



• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


函数.又因 


而积分 j 


' 当 a 彡《。>0时一致收敛(见3813的解题过 

) X 

程).于是当 a > 时可在积分号下求导数有 


l\a) = \ ' ^^clr 
Jo x 


① 


由咖 > 0的任意性知，①式对一切 a >0 皆成立，两端积分有 
1(a) = ya + C,a 6 (0- 

其中(：是某常数.在上式两端令取极限，且由 /( a ) 在《> 
0时的连续性知 


0 = 1 ( 0 ) = lim /( a ) = C . 


于是 


1(a) 


a>a 


e Co, 


当 a <0 时，显然 
Ha) = /(-a) 

于是对任何&有 


(- a ) 


0，) 2 心=〜>= 

【 3818】 I (^y'dLr. 

解 rm 3 ^=-u 


i a I. 


ax 


d (?) 


2? 


sirr 


+ 7 


3 asin arcosoj - 


3 a 

2 . 


arcosar 


dr =— ^ sin : arcosard (+) 


3 a 


arcosar 
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警 a 2 sgna = 警 a I a I. 


138191 r, 心 • 


解 


sin\r 


ch 


lin ^^ + r isi 

0 Jo 


々 •sir^jrcos^r 


dr 


(3siar — sin3j)cosx 心 
. o -r 

3 sin2a ，」 I 「 sin4x . 1 f* ' sin2jr 」 

万 - dr — 万 - ar —— - dr 

^ J 0 X 6 J 0 X L J 0 X 

f A — 丄 _ 丄 〗 JL = JL 
\ 2 2 2 I 2 4. 


f = f- 


【3820】 


sin 1 


sin 


cLr (a (3 # 0) 


由 sin 


(cos4^ — 4 cos2‘r + 3). 


sin ar — sin 


dr 


丄 cos4qr — cos4^2r 山 _L 「 

8 J o x 2 J o 


cos2ar 


dr 


= i ln f 一士 1 n f = l ln f ， (q ^°^^ 0) - 

若 a = (3= 0,显然积分为零•若 a = 0(/3^ 0)， 或 0= 0 (a # 
0)， 易知积分发散. 

【3821】 } cb . 




解 令 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章含参量的积分 


r 担 


— dr= 2 


Ho 气 


Sin /,, _ 7 T 


【3822 】 — e 

Jo 


o 


4 - 


( k >0， a >0, j 3> Q ). 


解 




+ J ke k, si 



+ e~ k, (asin/Jrcosar + ySsinarcos^2r)} dr 

^ e kr asirySrcosgr +^singrcos/3z 心 
• 0 X 



dr ， 


e 4r asin/3rcosgr 


fL f 

f( arc 


kr s\n(a + 3 )jt — sin(o — B)x 


dr 


tan 



arctan 


a — 0 


(3812 题结论）, 


— e . 士 ^sinarcos^r 

l) X 
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(a-ff ) 2 

(a-/3) 2 +k 2 




f) 2 

+々 2 


_ 1 , n ( a +5) 2 +^ 2 
- T ln ( a -^+ k ^ 

我们有 「 e 士 ㈣㈣ 心 

Jo JC 


(3796 题结论) 



arctan 


宁 - 宁 arctan^ 


j I (a — S) 2 4~ k 1 

+ T ln ( a +/3) z +f 

【3823】 对于不同的 .r 值，求解狄利克雷不连续因子 

D(j*) 「 ci rt 1 r»r\c ^ -** 


7T J 0 


smA cosir 


作出函数 _y = /Xr) 的图形. 


解 DU) 


sin( 1 + x)A + sin( 1 — .r)A 


cU. 


当丨 i |<1 时，有 l+i〉0，l 一 t >(), 由3812题的结论冇 


D(r) = 士 (f+f ) = h 

当丨 x|=l 时， l+o •和 1 一 i 中 总有一个为零，另一个为正值, 
于是 D(x) = 丄 •号 = +• 

7 T i L 

当 | x|>l 时， （ l + x)(l — : r )<0, 有 DCr ) =0,如3823题 
图所示 
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3823题图 


. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


第七章含参量的积分 


【3824】计算 积分: 


(1) V - P 


(2) V • F 


si 

J —JT 

k cc 

J-C^ X 


+ b 


dr ； 


cosor 


+ b ^ 


解 （ l ) V . P . 


\ P . 


sinax 
x +b 


dr 


\nait — b) 


P .& 


simi / cos ^ 


r+o- 

-v. p. 

幾 —OO 


cost//si rW ， 


sinal 


coscMt = 7rsgnacos^. 


(2) 同理 
V . P . 


cosor 
x + h 


dr = Tz^gnasincJ? 


【3825】利用公式 


ri ? = L 


dy % 


计算拉普拉斯 积分: 


c 

. 0 1 


cosar 


dr 


cosor 



J ) dy , 


因被积函数 cosare ‘ 「是 0 <^<+ 00 , 0 <}<+ 00 上的 
连续函数，又绝对值的积分 

[ d V 「I e' vn cosar I dr 



^ \ e ' v d )， e * ^ dr 

J 0 J •, 

= 夸 「 ^kv = A. 

乙 J •’ WJ 


<+ oo . 


“ u V )， 〜 

f * •是原累次积分可交换积分顺序有 
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L 


• o J o 

鲁 + 乂 

e 'v • 

0 


e v 


cosar dr 






- 2 V ， • 

[〜（f ):] d/ 


d.y (3809 题结论) 


=>Ar 


夺 e_ 2 .f 


(3807 结论) 


导 e 〜 


【3826】 计算 积分: 


jrsingj 

1+ x 2 


d.r 


解 


由牆) 


jsingj 

TT 7 


于是我们考察积分 


cosar 


jdr. 


因 


cosar 

Y+7 


< 


而 


da 


a* 


收敛，于是 


0 


COSg/ 
1 


dr 当 一 oo < a <+ oo 时一致 


收敛•又 〉0 时 


sinarcLr 


cosaA 


an 


而 




1 


J ， 


当了 >1 时递减，且当了 4+ ⑺时趋于零，于是由狄里克 


雷判别法知积分 I f^dr •当 a 彡 an 时一致收敛.因此，当 

0 1 


a ^ a „ 时可在积分号下求导数有 

dL _ 
da = ' 


L l9 


① 


由 a 。 >0的任意性知①式对一切 a >0 成立.由3825题知当 
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3. 积分号下广义积分的微分法和积分法 I 




含参量的积分 


a 〉0时， 


L 


e 


于是由①式知 


dL 

da 


je~ a (a>0) 


当 a <0 时， 


L 


=- 


J ： 


jsin (— a )^ 


dr 


而当戊 = 0 时 ， Li = 0 ，综上所述，有 


2 


e a 


-^•sgna - e a 


计算积分 (3827 〜 3829). 


【3827】「 

Jo 


解 


\+x 2 
sin 2 j * 




1 + 


Cl 


cos2j 


dr 






(3825 的结论) 


【3828】 


(1- e - 2 ). 


cosar 


解 


o (1+X 2 ) 2 
cosar 


(1 


： l\2 


d / 


礞 


• 0 1 


cosar 


dr — 


o 

x cosar 

o a+x 2 ) 2 


dr 


= f e ,fl + j\l xco ^ d (rh 






1 xcosar 

'If 

+ 2 # 1+^ 

0 2 J 


cosar j , a 

0 FK ? dr+ 2 J 


co^gr — qrsimr 
xsinax , 

— ~ TOlT 


dr 


fe"° —fe - +f • fsgna • e-k ， 


(3825 和 3826 题的结论) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 




138291 Hax ^+ c ^ ( a >0， H 2 > ⑴ 


解 ax z + 2/xr+c 




by , ac —b 2 


- b ^ 

J f 


令 




于是 


z + 2bx+c = amHt 2 + \), 


cosar = cosa 


i^-ah 


ink 


cosam/cos - h sina/^/sin — 

a a 


从而 


i: 


cosar 


ax 2 + 2hx + 


dr 


丄 J 


cosa/nt cos 


1+/ 2 


d/ + 


丄 f 


s\na/?its\n 


1+/ 2 


-dr 


由于 


cosamt 〆 1 

TT7 ^IT? 5 


I：T 


+ / 2 


收敛.于是积分 J 二 y ^ rd / 收敛，同理，积分 1= 收敛 


又为偶函数，为奇函数，于是 


= C ㉟ 


7 re 


(3825 的结论) 


sinaw/ 上 

- TTl 2 dt 


从而有 


cosar 


ax z +2hx+c 


dr 


cos 


ba 

- • 


cun 


ne 


■cos 


lal Var~l? 


ac - b 2 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


【3830】利用 公式： 


含参量的积分 


计算菲涅尔 积分: 


sin(^ 2 )clr 


1 f 作 sior , 

2 Jo 万心 


cos(^)dr = |f ^ dr ， 

Z Jo ^ 


解 


Tr 


2 r - ^ 


dv . 


的两端乘以 siar ，然后在 0 < 々 < t < . n 上积分冇 


p r i sirLr , 2 卜』 f 知 0 • 

—^=rdr = — dr I siar • 

J ^o yjx >/n J x o Jo 

由于 I siar • e— 办 2 |< e 、. v? ， 

而「 'e^o^d^ 收敛，于是积分 f siar- e' 
Jo J 0 

一 致收敛，从而可进行积分顺序的互换有 


v ~ dy 9 


办在1。 < a * 0 上 



V 7 


_^厂[- e ~ V ( : 


dr 


’ （ y:siar + cosx ) 

i+y 


d ) 





^L d3(+ 2 o;u . 0 J^ fq^rd^ 


V^TT 


SUIT] 


Jo 1 


+ 厂 A 




• r fi ^ dy ' 


< l，eD <1，且积分 




办.和 r I 


+y 


皆收 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


敛，故上述等式右端的诸积分分别对 0<:r。<+oo,0<n <+cxd 
都是一致收敛的，因此它们分别都是 e [o,+co>,^ e 
[0, +OD)) 的连续函数，从而令X。—+0,可在积分号下取极限有 




dr 


3 


d V 2 • 

7^ siar, 




r ^\ y 


+y 






COSX\ 


1+y 


办 • 


因上式右端的后两个积分皆不超过积分 





了 1 


且 

于是令 


lim 



0, 


^1 


有 


最后有 


^ = h 


sin(x 2 )clr 




Vf • 


v(T 


cLr 


2 72* 


同理 


cos(x 2 )dr 


tM 


求解积分值 (3831 〜 3833). 


【3831】 


sin(or 2 — 2bx 4 - r)dr (a ^ 0). 


解 


sin(or 2 +2ftr+r)dr 


J :_[«) 2 + 


一 6 2 


dr 


= J : S + 2 


b 2 


)d/ 
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积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章 


cos 






sinat'dt + sin 


uc - b 2 ^- 


coscii 2 dt 


sgnti • cos 


- b 2 


v I a 


y 


sin ^ 2 


sin • 士仁 cosy 办 


J 2 U i ( 


sgna • cos 也二 ^ + sin 

a a 


(3830 结论) 


= V^ sin (^ + i 

• f • 

【 3832 】 sirLr - • cos2ar cb\ 


sgiw 


解 


siru* 


cos2orcb- 


[sin(a 2 +2or) + sin(.r" —)]dr - 

士 [y/^sin (晋 — a 0 )+>Arsin (子 一 “」 ）](3831 结论 ) 
、 ’7csin (予 一 ,) =v^cosf-j +a ~). 


【 3833 】 


解 


cosa. 2 • cos2^dr. 


cow 


cos2cu' dr 


备 I [c 、 os( j. 2 十 2cu ) + cos(j* 2 — 2clt) ]dr 
― [["sin(x 2 +2ar + —- )+sin[j^ — 2cir 4--y j dr 

备 • 2 yitsin ( y 一 a + 号） (3831 的结论 ) 



sin 


( f +4 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


【 3834 】证明 公式: 


( 1 ) 


( 2 ) 


「 COSQJ- 

I 2 ? 

Jo CT — r 

r xsingr 

Jo — x 


dr = ^sinaa 
la 


cosaa. 


其中〃关 0 ,并且积分理解为柯两意义 L 的主值. 

证⑴ p J ^ xidz - 

J" r — .r 

I. rfcosor 」 乂 「' cosar i 
=hm -- ^(Lr 十 -- 7Clr 

7 會 ki U o - — .r J a 、 a. — .r 

，•九 

=f lim 「 p^dr+p^ ： cb- 

La 7—0 U o a — x Jo “ 十 a. 

+r ㈣ dr+r 亨 d/ 

Ja\tf a — jt iur n a + x . 


f lin, r-J^ 

uCl L ^ ci 

f /W cosa (/ 

—J” ― T 


四 _ 二 ( 2 d/ … r~ n ^aiiziu) cU 


cosa (/ +a) i 4 , f 1 14 cosa (/— “） 


d/ + 


r.\^u 

J 2 一 ” 


f lim "f A . 二 dd/+ •. 

Cci ^ o tf t •: 

,P /_7 cosa (/ — a) i. r “ cos 


cosa (/ -Jii 


2u _rf 


一 cosa (t +^) { | ; 


Hm [r ’ 


cosff(/ 一 — cosa (/ 十 


^d/+' 


v ’“ _(/ 一“） 


Sa- n 


dl 


f lim 「 “ 匈 ㊈ 

ljU oj jf t 


MlVXi 


1. lim [ W cosaO 

Ul A> J \ , t 




1 p 「丄 7 cosa (/ —a) u 
— 7T - d/ 

乙 Cl rj，^ 0J 2a if t 

2 Md / = f s i _.( 3812 结论). 

a Jo t ui 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 


( 2 ) 


0 


jsingr 






jrs\ nar 


心 〆 -户」 


J lim I" 

L LJ 


u 1 si rig/ 

0 S - 


[cLr +「" ^ - 
a Jo x + a 


\\ 


sinai 


irfij X 


L dr+r ^^(h ： 

a Jch 9 j •十 u . 


2 [1 


7 sina (/ +u) 


d/ + 


sina (/ —a) 


df 



sina (/ +a) 


d/ + 


rVf “ sina (/ —a) 


d/ 


7 


lim 


• u sina(/ — “） 山 


^ 7 sina (/ 一 u) 


d/ 


' v " sing (/ + p Vu sing (/ — a) 

7 / J *17 t - 

j_ || m 「[、 “ sing (/ 一 c /) 十 sing (/ + “〉 出 

2 ft^rO LJ n t 


I 


' “ sina (/ —a) 


d/ + 


7 sina (/ —a) 


d/ 


2a 


lim 

7 J jy 


r 


2si na/cosat/ 


d/ 


lim 


/\ a t L 17 ♦^V 2 u—Tj i 


(\/ 


cos^za 


sina/ 


d/ == —寻 CO saa • (3812 的结 论 ）. 


0 


注 ：⑴ 应加条件 a>0, 否则当 ff <0 时有 


cosqr , = 1 cos( — a)‘r = jr 

oMT? Jo a 2 "-x 2 ~ 2a 


a) 


? 


sin^ia. 


(2) 应加条件 a>0 • 否则当 a = 0 时 • 等式左端 = 0 .右端 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




丌 


，当 a < 0 时有 


jsinar ,_ ' jrsir 

~ n O 5 

0 — x L Jo cr 


xsin(—a)^ 


_—f COJ 


cosa(— a) 


cosaa 


【 3835 】对于函数 /(/) ，若 : 
(1) /(/) =/" (" 为自然 数）； 


(2) /(/) =V7; 


(3) /(/) = e “ ， ； 


(4) fit) 


(5) /(/) = cos /； 


( 6 ) /(/) 


1 — e' 


(7) /(/) = sinaVT. 

求拉普拉斯变换 


. 

F(/>) = e pr f(t)dt (/ > > 0) 
Jo 


解 （ 1) F(P) = e—"rd/ 

Jo 


e^t 


•foe 


C-' 


~r e^r^dt 

p J 0 


p" J 0 


e ^ dt 


〆• 


(2) F(p) 


^4idt 




0 


丄 o 尘 

2/Jo 


e 〆 

0 


du = ^-, 

2py/p 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 



含参量的积分 


(3) F( p ) = 

当 P > a 时 
F ( p ) = 


0 


e—Y 


^ p), dt , 


p — a 


当/时，积分发散 • 


(4) F(/>) 


e p te ^dt 


(p + a) 2f 


(5) F ( p ) 


e ^cos/d/ 


= re' <Aftt>, d/ 

Jo 

(户 +a 〉 0). 

— pcost + sin/ 

= P 2 + l 


p 2 + y 


(6) F ( p ) 


lim -— 


， lim ^ 


/ 一 fO 


于是函数 


有界，即 


0 < 


因此，当/ >>0 时， I * 
0<F(p) 


常数，/ € (0,+oo). 


^=^ dt 收敛，且 


M 

e^d/ = f ， P 〉 0. 
P 


=£ e~^d/ 


e 一芦 （e—，一l)d/ 


① 


P+1 


P>0. 


它对户 > A> >0 是一致收敛的.因此，当时，可对函数 
F ( p ) 应用莱布尼兹法则有 
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F\p) 




由 h > 0 的任意知，上式对一切/>> 0皆成立.两端积分有 


F(p) 


ln A±i +c , 0< , <+ 


② 


其中 C 是某常数，由①式知 

lim F( p) =0 ， 

干是，在②式两端令/> ⑺，取极限，有 C = 0,由此可知 


F(p) = 


ln ( 1 + i) - 


(7) F(p) = j e'^sina^d/ = 2j ue fMr sinawdw 


-^^e-^,(3810 的结论). 


【3836】证明公式(李普希兹积 分）: 


0 n_ = 7^ 


(a>0). 


cos(bts\r\(p)d(p 


j fx 

其中 Jo(x) = —J cos(j*sin^)d^. 

为 0 角标的贝塞耳函数（见第 3726 题 〉. 

证 r e^ ； 0 (^)d/ = 丄 P 

J 0 7T JO • 

由于积分 f e id cos(bts\n<p)dt 9 

对 0 < TT 是一致收敛的 . 于是可交换积分顺序，有 

| e )d/ =丄丨 dp[ e ^ cos(bt sirup)dt 


丄厂 ( 

if :; 


—acosi/jt cos(p) 4 - bsxrvp • sin(/jr sirup) 


“」 + // sin' (p 


e 


) d< p 


dcp 


_ _ _ _ 2a - d(p 

+ /r sin’p 7T Jo a 2 -\-b 2 sin 2 p 
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. 积分号下广义积分的微分法和积分法 



丌 ~ 0 


_ dtany _ 

(a 2 + b 2 ) tan 2 <pa~ 




= 2a # 1 

丌 a \/a 2 + b 2 

【3837】若 

(1) f(y) = 1; 

(2) f(y) =y 2 ； 

(3) f(y) = e ^； 

(4) f(y) = cosay. 

求维尔斯特拉斯 变换： 


a 2 +b 2 t 


含参量的积分 


_ dr _ 

U 2 ^b 2 )t 2 +a 


▲ 


FU) 


i r^ 00 


解 （ 1) F(x) 


1 


f(y^y 


e— v> * d.y 


封二 


du 


美 •夸 =1 . 


(2) Fix) 


少 e -« yjv = -pj e-〆( j- + u)'du 

e—tt 2 d« + _ I" e_- 2 t/d« + f ck 


1 -“ 2 2 

M< 

= —f 


r -“ 2 


du 


封。 


wd(e 一 ，•‘ 


du = r ,^ 


'udu 


于是有 FU) = i + ^- y = - r2 + i- 
( 3 ) F(x) = -^r e^ y) 2 e^dy = ‘厂 e- 

V7T J ^ VV 〜 


+2<iv 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


丄 e ， 十 2or 


i : 


e 


d 尸 


jf 




e u 


•+2or 


(4) Fix) 



e 


cosajy dy 




cosa(*r + u)du 


cosar 

n/7T 


[e ‘ cosawdw — 卜 •丁 e " sinawdw 


= 四啦 .A 
^ 2 

2 

=e 1 cosax. 
【 3838 】下面的公式 


y^e-4 


0 (3809 结论 ) 


\,(x) 


1)"〆 式 (e 


n = 0 ， 1 ， 2,.) 


H„,(x) H llt (x)e 1 dr 


定义出了切贝绍夫 - 埃尔米特多项式 . 证明： 

0 ， 若 # 7“ 

Tn !>/^，若 ”i = ”• 

证由 1231 题知为一个 // 次多项式，且/的系数为 
2" ，不妨设奶<〜则 


H. 


"d.r 


d w 


— l) w H m (a*) ^(e ' )dr 


— 1)，， 


「 A ,r ~ 1 2 


- 1 ) 


ft - 


I' H\ 

J 一， 


Cr) 


cT 


(一 1) 


cLr，H 


m) 


(e •’）dr 


w 


:(e—Mdr 
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• 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


(- 1 ) 


(h\ 


当 m < A 7 时， 


% 

于是 H nl ( x ) H n ( x)e ’ dr = 0. 

一:•- 


= w 曰寸， 

Hy ( x ) = 2 n n ! . 


从而 


| H 〃,( x ) f /"(: r)e ’ cLr = 2"” 


dx = 2 n ?i !>/^. 


【3839】计算在概率论中具有重要意义的 积分: 


cp(jr) 


2m 


解 l+^LZ^i = 
m 2a\ ^ 2^ 

A. . = ^ +d 

、 2a\a] ' 


: V 啦呼 ] 啦 (cTl 〉 0 ， cr 2 〉 

_ 

+(T 2 )^ . 戌 +<•—’]• 



2W 


I 

2^| 


于是 


(fix) 


7T(7! (T；J 


聲 >(|? 




= - • / —— e 

2tuj\(Jo v a 

把的表达式代入 l •.式，设 


• (3804 的结论) 


则冇 


(p(x) 


v2t ：(7 




【3840】设函数 f ( x ) 在区间 ( 


、）内连续且绝对 


可积. 


证明： 积分 


u(x^t) 





503 





吉米多维奇数学分析习题全解(五) _ 

满足热传导方程式 _ = 

和初始条件 limw(U) = fix). 

/-^H) 

证 当/>0，一 oo < i < oo 时 

|/(6)e-^f|< 丨 /($) 丨， 

而 \ |/(?)| d ^ <+ oo , 

J -or 

于是积分 f /(0 e -¥ 啦在 / >0，一 oo <. r <+ oo 上一致收敛. 
从而 w ( U ) 是/ >0，一 oc < j < oo 上的连续函数，考察积分 

① 

J: 悬 ( 仰 e-W 成 = H/C^e ^ ，② 

J :: 吾(仰 e ¥) 拍 

= ]■:/(〜¥[-▲ + ^7^]^- ③ 

先考虑①式中的积分，由于对 i X Jo »0 < fo ^ ，* r 。，/。， 

A 固定，当丨时有 

< l / ce )|. e -^.< i ^. 

⑷一： 1 Aa tl 

于是当时有 

|/<6)e-^ • _ K |<M|/(g)j ， 

其中 M 是某常数•于是，由 | /( f ) | df <+^， 据维氏判別法 

—oc 
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3. 积分号下广义积分的微分法和积分法 第七章含参量的积分 


知，①式中的积分在丨 *r |< xo ,0</ 0 上一致收敛 • 

同理，②式中的积分和③式中的积分都在 I ^ | < I 。 .0 < & 
上一致收敛.于是在对应的区域上可应用莱布尼兹法则 
在积分号下求导数有 


Tt 


4 a / >/丌/ 


flu _ — 
打 — 2“ 

rl 2 U 





/(6)e~^ — 


1 


la 




/($)e~ 


(g-x ) 2 
2a 2 1 


必④ 


⑤ 


你⑥ 


Aa S t 

由不)，/。…的任意性知，④，⑤，⑥三式对一切一 《><•!• < 
，/>0皆成立，由④，⑥式有 


r9 w , a 2 




U' 


ar 2 


与 ， r >0, — oo < j - <4 - oo . 


下面证明 

=/(x),j- e (- 
固定由 /> o 知，作变量代换 


liniw(.r.Z) 


⑦ 


U 



•r 


2a V/ 


知 


T 是 


e dc = 2 a V^J c ,r du = 2 u VtU . 

w (. r ") — /(. r ) = - ^=( 「 /’(?)— /(. r )] ed ^. 

2a JVt ] - • 

对任意的 e >0, 因为 /(. r ) 在 t 点处连续•于是存在5>0,当 I i 
一 x 3时，恒有 


有 


仰一/(:)丨< 

u(x 9 t) -/(x) 

( 


*3 


2a V nt - 


仁 + J : J [仰 -/ ⑴ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 

=/, + / 2 + /,. 

下面估计 m 有 


| / 2 | = 



N 此 lim / 3 = 0. 

同理 limh = 0. 

/-^+-0 

于是 存在7〉0•当0</< 7 时，恒有 

I h f. 

故当0</< 7 时，恒冇 

! w (. r ,/) — fix) 1< 音 + f " + i = e - 
于是⑦式成立，证毕. 

备 4. 欧拉积分 

1. r - 函数 当 . r >0 时有 

厂 Lr ) = I ! dt . 

% 

r - 函数的主要性质用递推公式 表示： 

r ( x + i ) = atu ) 
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. 欧拉积分 


第七章含参量的积分 


若 // 为正整数•则 
厂 ㈤=( ； 7-1)! 

厂 


3—(2w- 1) 




2 . 余元公式 当 0<i<1 时有 : 


r(a')rd-x) 


simrJ* 


3. 函数当 1>0 及 5>0 时有 


B(x,y) = 

下式是正 确的 : 

B(x*y) = 




ru)r( 


- - r(x^y)- 

【 3841 】 证明 : P 函数 r(i) 在 *r>0 的域内是连续的，且具 
冇各阶的连续导数 . 


证厂⑴ 


0 


e-M/ + 


r 


dt , 


当 >0 时 


0<r<^~ , e- , ,(0</< 1). 


而 f 〆•，- 1 e^d/ 收敛，故 f 广 (Td/ 时一致收敛，又当 1 < 

Jo Jo 

々时， r I e"，< f W 彡 1 ，而 r • 〆> 一1 广 d/ 收敛，故当 I < A 

1 

时 ， r Vvd/ — 致收敛 . 因此，积分 i 〜 vw / 在 

J 1 J 0 


e 'd/ 在 0< 了 。 ^ j ^ 


J*i 时一致收敛 . 于是厂 (J*) 在 A 上连续 . 由 x 0 ^i(x, > 
xo >o) 的任意性有 r(x) 在 』• > o 上连续 . 

考察积分 [ 乒 ( 广 1 e- ， )d /， 

ox 


clx 


(r f_, e* , )d/ 





米多维奇数学分析习题全解(五) 


r 


f ~ 1 In / • e ; dt 


= r ^ Mn /• e ’ d /+ (* 1 In / • e r dt . 

o J 1 

当 :r > « r 。> 0 时， 

I 广 1 In / • e —' I < ^- } I In / 丨 ，0 < / < 1. 

而积分 I InH d / 收敛，事实上 

0 

\ imt ^ -汴 一 1 I In / I = lim (-/ Tln /)= 0. 

r -^0 

于是积分 In / • e r dt 当 i >0 时一致收敛.同样，当 j < 

0 


时， 


I r x In / - ，，（/ 彡 1). 


事实上 •/ > i 时 ,0 < In / < /，又积分 J ' P e - d / 收敛.于是积分 


In / • e ; d . r 当时一致收敛.因此，积分 


ln/e ; d / 


在 0<: r () < j '<. ri 上一致收敛，由此•厂 ( i ) 在上具 
有连续的导函数 〆 Cr ) 且在积分号下求导数有 




In/ 


dt . 


① 


由 a 。， x , 的任意性知 〆 (《!•)在了 > 0上连续，旦①式对一切 
•r > 0皆成立 • 

类似地，可证，( I )在* r >0 上连续，旦可在①式积分号下求 
导数，一般地，由归纳法知，对任何正整数 《， r "> Cr ) 在 . r 〉0 上都 
存在连续，且可在积分号下求导数，有 


产（了） 


mn/)” • e 一， d/ ， />0. 


【3842】证明 ：2 i - 函数 B ( x ，： y ) 在 x >0，： y >0 的域内是连 
续的，且具有各阶连续导数. 

证 由于当： r >* r 。 > 0 , y ^ y 0 >0时，恒有 
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o<m-/)n it e (o ， i). 

而积分 Ul - OUd / 收敛，于是积分 1 厂 Ul - r 广 1 d / 在 * r 彡 

J 0 0 

J*0 ^ ^ yo 上一致收敛，从而 B ( x , y ) 是 j ：。，}》}。 上的二元 
连续函数.由 A >0，： y 。 >0的任意性知，价^，>0在整个区域 
0,7>0上连续.下面考察积分 

1 4[> r ~ l (l-/) jr_l ]d/= 「 rUl —/) 广 Mn/d /， 

0 OX o 

由于当 >0，： y >： y 。 >0时，恒有 

I m -/) 叫 n / |< ro -1 (l —/)，。— 1 I In / 丨， 

0 </< 1 . 
又 

lim / 1 ^ • A 一 1 (1 — /)夕 0_1 I In / I =— lim /^ In / = 0, 

/-^fO f -^+0 

limCl - Z ) 1 t I In / I 

l ^\-0 

=—lim (1 — /)^ In / = 0. 

/-•I—0 

故积分―，广。 —I I In / I d / 收敛，于是积分 | Vi(l — 

Jo o 

t) y 1 ln / d /, 当 时一致 收敛. 因此，当: 

时可在积分号下对求导数有 


B f Ax,y) 


in / d /, 

Jo 


① 


且 B ' As . y ) 是 ：r >： y 。 上的连续函数•由* r 。 > 0,^ 0 > 0 

的任意性知，①式对一切 x >0^>0 皆成立•且 B f Ax , y ) 是域 
a *>0 ，jy >0上的二元连续函数，同理可证，是域 jr >0, 
« y >0 上的二元连续函数，且^>0，^>0时，可在积分号下对 y 求 
导数有 


B \( x 9 y ) = ln ( l -/) d /. 

• 0 



吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


类似地，由归纳法，可证在域 T >0,^>0上存在并连 


续，且 


a n B ( x , y ) 


-/)^ , ( ln /) Tln ( l - /)]^ d /. 


用欧拉积分计算下列积分 (3843 〜 3850). 


【3843】 


/x-x 2 dx. 


0 


解 


Vx — a* 2 dr = j+( 1—:r)+dr 


0 


0 


叫音 ，音) 


[ r (l)T [i r (D] 


r (3) 


2 ! 


由于 [ r (+)] 2 = r (音)小-{)=^ 

sin — 


于是 r ( i ) = ^ 


从而 


0 ^ X ~ = "g • 


【3844】 


2 Va 2 — x 2 dr (a > 0) 


0 


解 




va 2 — x 2 djr 


=a 


• :( f ) d ( f ) 


a \ q uH\-u 2 )Uu = j^u(\-u 2 )Uu : 




nu 

16 


[38451 J ' 




(1+x) 2 


解 


设 T 


X 


+ x 
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1 = 口 " 户 = 71^7 ^， 


代人有 r = B ( i ， 音) 




4 sin-f- 
4 


丌 

ui 


【屬】 n 


，4w dr — 1 H 

0 1 + X 3 3 J 0 1 + / 


作变 M 代换 


IT 广 “ 


p cLr 
Jo l+:r 3 


s£ u i(i - m) idw= + B ( 士， 


r ( i ) 


3 Sin 寻 


27 T 

Wt ' 


【 3847 】 r r ^- 


解设 


+°° x 2 cLr 

0 1 +y 


丄 丄 L 

4Jo 1+/ 


作变量代换 ： r 4 


r +7-^ 


IT 浩 =i£ w4(1_w) ' 4dw = i B (14) 


有 


511 


r ( i ) 


4 


sin 


iL 2/r 


【3848】 ? sin 

Jo 


解 设 / = SITU ： 


6 *r • cos 1 


J 2 s\n G xcos A xdr = J / 6 (1 — t 2 )^ d/, 


作变量代换 / = 冗， 


有 


"si n 5 :rcos 1 *rdr 
Jo 

= iL uUl - u)Uu = i B (i 

i r (iMi) 


2 厂⑹ 

5 3 1 /- 3 1 r- 

1 2 • 2 • 2 々 • 2 • 2〜 _ _3 tt. 

2 5! ~ 512 - 


【3849 】 J 

解设 r 


1 dr 

o 7 T =^ 


(n> 1 ). 


dr 


0 71 


丄 /)4 d / = 丄 i 3 (丄， 

n Jo n \ n n ! 




r ( i ) 


wsm 


【3850】「 x 2 M e〃 2 dr ( n 为正整数). 

0 

解 户 e ， dr = 4 x 2 ^ 1 e ^' dU 2 ) 

o Z J o 





r - 


e ! dt 


+厂 m 


_ 1 1 • 3.”（2”一 l ) 厂 

__ (2；/- 1 )!! 厂 
一 2 ,r ~ x 

确定下列积分的存在域并用欧拉积分表示这些积分 (3851 


3871). 


[38511 


0 1 


(Lr (n > 0). 


解令 


FTr = “， 


0 = ilo \T, dt 


士 J:〆 


du. 


此积分定义域为 f > 0 ，〒 > 0, 即 0<.< …这时 我们有 




L B 

n ' n n / 

〆(？) 厂 o-f) 


r ( i ) 


//Sill 


fnn 


【3852】 




j：r 


解设 


有 


yJT-X fj 

Jo (1+1)，々二 J 厂 ,(1_ 


/r— m — l 


= B(m，ri — m ) ， 
定义域为〉 0 ， ” 一 m 〉 0 ，即 0 < //? < ”• 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


【3853】 [ 


dr 


(u-\-hz n ) f, 


(a>0,b>0,n>0). 


解设 


hx 


a + h 2 n 


有 


代入有 


-(f)" ( 户 ) ' 

心=丄^ Y ^ d /. 

w U / (1 _，)士‘1 

r 

) P x nr ~ np doc 


(“+W 


cLr 


bx 


+ hr 

tail 


紂 r (二 

$ (I •广 一 〆 ， 


定义域为 


m 


n 


> 0 , 


p _^± i >0 . 


即 


0< 


m 


<A 


f 

【3854】 

鲁 

解 设 f 


h (x-ay rt (b-x) 


U + c) 


x 一 a 


"r4 #r+2 


dr 


(0<a<b ， c>0) 


则 


x 


一 a : r 十 c 


a + let 

u f 


其中 


且 


b — a 
b +c 


x — a 


x — 


• U + c)U 
" l-U ’ 

(a-b)-\-(b + c)U 
l-U 
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欧拉积分 I 第七章含参量的积分 


J 十 C 


a 




代人有 ' ：： 


(-ir 


"rf 1 


( a - he ) 


zn\ l rl(a-b) + (b+c)uy 

Jo 


dt 


(b — ay ,r ^- ] 


(a+c)^ l (b + c) ； ^\o r(l ~ trdt 


(,b — a)^ n¥X 


{a-\-c)^ x {b + c)^ x 


B(m 1，w + 1) 


定义域为 m>_l，" >-l. 


【3855】 


解设 


dr 


0 V\-jT 


(m>0) 


有 


dr 


0 7\-x iri 


t) n dt 


7?Jo 

丄—丄 

71 \ rn n / 


定义域为 1 -亡 >0 , 即 ” <0 或 ”〉 1 


【3856】 


2 


sin xcos 


解 


令 sirrr 

•JS 


有 


2 . 

SI 

0 


••rcos ， 


= \'rd-t 2 )^dt 

Jo 

u 1 ^ (1 — u)^ du = 


m + 1 n+\ 
2 ， 2 


) 


定义域为川>一 1，，? >— 

ff 


【3857】 


tan' 


解 令 sirrr = t,t 2 
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有 


I； 


tan'rdr 


I / n ( 1 —/ 2 ) ^ d/ = -|-J d — u) ^ dw 


^^)=1 - 


n +\ 




«+l 


r ( i ) 


sin — 


-7r 2cos 


定义域为¥〉0， 1 ^〉0，即丨" I <1. 


【 3858 】 


o(I+ kcosx) n 


dr (0<| k |< 1) 


解 


有 


设 tan f 

tan f = Vf?! tan 


an 




由三角恒等式有 


SUIT 


v 1 — ^ 3 sin / 

1 — 々 COS/ 


COST 


cost — k 
1 — kcost 


1 + kcosjr 


l-k 2 
1 — kcosi 


，dr = 


-k 2 
1 — kcost 


dt 


代人有 


sin " 彳 


o(l+ ^cos.r) H 


cLr 


(1 - 々 2 ) f JoSin" 丨 /d ， 


2 a - H \- k 2 r ^ 


sin 


ff 1 


COS 


rr-1 


2 


dt , 


在上式右端的最后一个积分中，依次作变量代换 


sin 


2 


u^u 


y 



. 欧拉积分 



含参量的积分 


有 


sin ’ ri‘r 


0 ( l +々 cosx )” 


dr 


2“ ( 1 - 々 2 ” J: 2“，厂 1 (l-u 2 )^du 
之 ^ 1 ( 1 _ 々 2 ( 1 — y)^dy 


定义域为〃 >0. 


【 3859 】 f’ Vdr (n>0). 

Jo 


解设 


有 


I ：-" 


cLr 


1 f 4 ^ 

n J o 




定义域为含>0,即 ”>a 


【 3860 】 

0 




解当〃 > o 时，作变 M 代换 


e '^ dr 




当 n <0 时，仍作变 fi 代换 


:、'，心=丄[ 0 /^ _1 e- r c 

JO 71 J ^ 

= _ l r (^ L ± i ). 

n \ n I 

把上述结论合并有当〃关 0 时 

个 y f, e^' dr = -^—r( ) 

Jo 71 \ ?1 / 


当72 = 0时，积分 dr 显然 发散. 所以积 


Ip 

n J 0 






dr 的 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


定义域为 ; 


> 0 . 


【 3861 】 |:(ln + 广 dr. 


解设 


有 


J (In 士） dr =— J / 々 e-"d/ = J t p e l dt = T(p+1) 


定义域为/>>一1. 


【 3862 】 


lnrdr (a > 0). 


解由 3841 题的证明过程知积分 

J x ^ e ^ lardr , 

关于在一 1 < />◦ < /> <夂时一致 收敛. 于是当 A , < <久时 


Tp \, 


? e -ttr dr 


但 


因此 


^ e^dr 


=r 

Mo 


lardr ， 


t p e r dl 


r (々 + i ) 

a ^ 1 


ii 


lardr = 志 [ 厂 (: J; 


由 一1 < p 。< p , 的任意性知，上式对一切 p >_ 1皆成立. 

^ 产 1 lrrr 


【 3863 】 


dr 


( p > 0 ). 


解由3852题的结论知 


B ( p ，\ — p ) 


• 0 1 + . 


dr ， 1 〉 p 〉 0. 


显见，所求积分 


lrur 


dr 


L M 


cl ( 


jcLr 


下证积分 


r 亏 


lar 


dr 


= i , 


产 1 lna. 
l+x 


djr 


+J: 


x^ [ lar 

1 + 


dr 
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. 欧拉积分 


第七章含参量的积分 


在0 < <角< 1上一致 收敛. 事实上 


: A 丨 lrir 

1 +了 




| lar | 


，0 < a . < 1， 


而积分 f 

Jo 


jr p ~ [ I lru - 


dr 收敛，这是因为 


: 1 - 丄 1— = lirn ( _^ lar )= o . 

广 HO 1 + X 


x-^H) 


于是积分 f 在 Po < P < P ' 上一致 收敛. 又当 A , < 户 < 


Px 时，有 




WMar 

1 +x 


^ j* 户 i 2 lar,j~ > 1 ， 


而积分 f ^-" larcLr 收敛.这是因为 


lim \iw 


lim 


lru . 


故积分 


jc ^ 1 lar 


cb •在扒 < /> < 夂上一致收敛.从而积分 


lnr 


-dr 在/> € Oo •/ > i ] f ： 一致收敛.故当 />(></></>, 时， 


可在积分号下求导数有 

T-B(p.l-p) 


f 4 

J 

Jo 


^ Mar 


dr . 


由 A - P . 的任意性知•上式对一切 0</>< l 皆 成立. 由于 


cf 严(齡-鐵 


0 < p <\. 


于是冇 


lar 


^clz =-^^,0<p<l. 
x sin ~ p 7 r 


% 

【3864】 




解在3863题的基础上，考察积分 





吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


Jo Tp\ \+x 一 Jo 


. 广 1 ln 2 ^ 


dr . 


1 +x • 

^ x^hrx 


类 妍簡的 证明过程.可证积分广帶心，当 0<“ 


<1时一致 收敛. 从而积分 
求二阶导数有 



1 +X 


dr 可在积分号下对 P 


\ ln~ J , d : pr , v d 2 / 7r \ 

Jo ~Y+^ dx = dp B(pA ~ p) = dp\^J 

= _ _d_ / e!cOS^ 7T\ 7T X (1 + cos ' pip 
(ip\ sin-p7T ^ sin ? /)7T ’ 

A ) < 广 < />i • 

由 A, ， Pi 的任意性知 • 上式对一切 0</><l 皆成立 . 

[3864. 1] [ dr . 


j*lar j 


解 由 3853 题的结论知 


「 尸，， 

Jo 1+: 3 

其中一 1 < m <2. 


I 1 r) "” + 1 1 m+ \ \ 

心 = 丁， 1 一― r ~) 


n 


^lru- 


dr 


r)m 




下证积分 f f ^ dr , 在 0< m 0 < m 〈叫 <2 上一致收敛•由 






=i\ + 

知只要考察 /, ， / 2 在 0 < m < 叫 < 2 上的一致收敛性即可. 
事实上 

J，Wlar < d I 0< 1 

1 +x 3 ^ 1 + 1 3 ，0< ^ h 




lim — j* t 1: 


又 
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• 欧拉积分 I 第七章含参量的积分 

于是^ T ~ l ln f I dx 收敛.于是积分^ ln ^ dr 在 

Jo 丄十父 Jol 十 JT 

上一致 收敛. 另一方面，当 m 。 < 772 < Wi，:r > 1时 

又 lim ： r lto i <2 i’i > • . 〆 ’】一 3 lar = lim lar = 0. 

T _ + : o J •+CO 

于是积分「 VrMardr 收敛. 从而 [「 f ^ cb . 在 0 < m 。< 州 
^ < 2 上一致 收敛. 故积分 在0 < "7() < m < "7 丨 

Jo 1 十 ： r 

<2上一致收敛.从而当 B 、1 ■，可在积分号下求导数 • 
即 

由 m 0 ， m 、 的任意性，上式对一切 0< m < 2皆成立.而 

糾爭，1-守） 



解 由3853知 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


0 1 + 


dr =+B( 


，1一 


1 <C m 3. 


考察积分 


和 3864. 1 的证明过程一样，可证明积分 


x m hiT 


1 +x 


Tclr 在 一 1 </"o 


< 3 上一致收敛•又 

r £( f +¥) dr= 


: r w ln 2 i 」 

rr ^， 


与 3864.1 的证明过程相同，可证积分 I 

<3上一致收敛，从而积分 H 
m 求二阶导数 （mo ^ ;?2 ^ mi ). 

Jo 1+y 似 4 d/77 2 I ^ 


x^lrrx 


1 +x 


TcLr 在 一1 < w» < 


1 +x 


dr 可在积分号下对 


4 4 


Td ^ sin^K 


丄 A 
4 dm 


^ COS^TT 


ttjL 

16 dm 


COS^TT 


sin 2 64 


! I 2 川 + 1 

/ 1+COS-—p-TT 
64 . 3 ^ + 1 一 ""， 

sin —:—丌 


由"70，"7丨的任意性， h 式对一切 一 1 <川 < 3皆成立 • r 是 


0 1 


1 + cos 


64 sin 3 ^ 


2 丌 


64 


2 3 tt 3 


# 72 32/2' 


【懸】 J 。 


解 


易知•当 0<p<l，0<g<l 时，积分 

0 


产 1 — /厂 1 

( 1 + x)\nx 


dr 
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• 欧拉积分 第七章含参量的积分 


收敛.事实上，设 A <心则由 


lim X 


lim 


.^-7 


x ， 1 一， 1 = 

(l+«r)lar — 

J 广 1 -， 

• (l+x)lar 


lim 


1- jt " 

(1 +x)lrLr 


lim 




(1 + x)lar 


知收敛.考察积分 


广 <7 「 产 1 — j ^" 1 1 , — 

Jo 々 Luiar 」" 17 _ Jo 

B(pA-p) 


l+i 


dr 


(3852 题结论) 


sin/>7r 

积分£ ‘ € 心在 k [户。4] 上一致收敛.其中0</>«<户 


<1.事实上，此时 


7^ 一 1 7 •外一 1 

0< rzr -< Tir ^^ ( o ， 1 )， 

1 十 : T 1 + X 

而积分 J : ^山丄 f^cLr 皆 收敛. 于是当 0 < p 0 ^ p^p 


< 1时，可在积分号下对求导数有 


其屮 


I\p) 


I(p) 


sinpn 
* x ^_ 

. o (T 


① 


1 1 
+ x)lru* 


dr^q 间定， 0 <(/<!. 


由 A» ， A 的任意性知•①式对一切0 < p < 1皆成立，两端积 
分后有 

/( p) = In tan ^ +C’，0 < /> < 1 ， 

其中 C 是某常数，在上式中令 p = 并注意到/(0 =0,有 
0= Kq) = In tan 专 +C 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五 ）I 


于是 


C = — In 


tan 




由此 


^ — X 9 " 1 

0(1 + x)lnr 


dr = /(/>) = In 


tan 




tan 


2 IT 


0</)< 1，0<( / < 1. 


【3866】 


0 


j : 


cLr (0</>< 1). 


1 一 x 

提示: 这个积分可以看作是 

lim[B(p ， e) — B( 1 — p ， e)]. 

c-^+O 

解由于 

产 1 ” (泠 一 1)，+众 T _ 广 1 

-1 


lim 

一 1—0 


X 


lim 

J —1-0 


= \- lp . 

T 是 i = 1 不是瑕点•令 A > = max { pA — p }， W \0< p o < 1，取 /> 0 
< Pi < 1，由于 




— jr-p 

=lim 

^-(1-p) _ X p x -p 

1 —x 

\-x 

J »-fO . 


0 


于是积分 


- dr 绝对收敛(0</>< 1) 


0 1 一 J * 

考察积分(含参最 e ，0 <€<1) 


I(e) = L (1-1广水， 


由于 






又 


(1-J-) 

I 




X 


l-X 


x e ( o , i ) 


() cL r 收敛，于是 j : ,e [ o ， i ) 上 


一致收敛.因此 /( e ) 是[0，1)上的连续函数，但当0 < e < 1时有 

产1 _ 了— 


.( 


( l - x ) 


dr = B ( p , e ) — B (1 — />， e ). 
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. 欧拉积分 


第七章含参量的积分 


于是，由 /(e) 在 e = 0 的 ( 右）连续性有 


1 —JT 


dr = 1(0) = lim/U) 

= lim[B(/>,e) — B(1 — 


由厂函数和 B 函数的关系及厂 Cr) 和 〆 Cr) 在 x>0 的连续 
性有 lim[B(/> ， e) — B(1 — />»£>] 

c ♦ 10 


于是有 


lim 


eTnp)r(i- p+e)-r(i- p)r(p-\-e 

r(/> + e)r(l-/> + e) 


lim 


K) 厂 (p + e) 厂 （1 一 p+ e ) 厂 （1 —d 

lim 厂 (e) 厂 (l—e)[r(/>) 厂 （1 —/>+e> 


-r(i-/>)r(/>+e)] 

=r(/»r(i-^)r(i) • ^ r(e)r(1 - £)[r( ^ )r(1 
-p + e)-r(l-/>)r(p + e)] 

=si lim ⑽+ 
r— h> simre 

= S i_ lim + -r(l_-^)r.(^ + £ ) 

c—H) 7TCOS7re 

= [ 厂 ( 户 ) 广 （1 一 p) _ 厂 (1 一 p)r / (p)l 

丌 

np)i v (i-p) — r(i 一 p)r v (p) 
=-^Cn/>)r(i-/>)] 

__cl^ ( n \ _ 7T 2 COS/?7T 

d/> \ sin/)7r / sin 2 />7t • 


1 一 


【3867】 


解 


I p shgr 
Jo sh/h. 

shar , 

0 ¥ 


dr = 7rcotp7r，0 < p < 1. 


dr (0 < a <C /?). 


」 「— eT — e— 议」 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


-刼 

1 

l cot 


e(cr^)*r _ ^(^a)-r 


o 1 — e— ; 
•0 ^ _ t -^ 


d(e 


1 -/ 
(0— a)n 


(3866 结论） 




dt 




7T an 

矿 n 承 


【3868】 


InT(a-)cLr. 


0 


解设 l_x 


则 


相加有 


laT(x)cLr 


21 lnT(J)dr 

0 


laT( 1 — /)d/ = \ IaT( 1 — x)dr. 

0 Jo 

J:ln[r(i) 厂 (l-:)]dr 




rur 


sirimr 


ln 7 r — 


lnsin7ricLr 


lnsin/d/ 


n 7 r 


lnsin/d/ + 


lnsin/d/ 


n 丌 


n 7： 


n2 丌 . 


ii , 

II ! 

一号 ln 2) (2353 题结论) 


lnsin/d/ 


于是 


lnT(a：)cLr = 士 ln27r = In 



0 


【3869】 
解设 


F(a) 


lnT(^)cir 


(a>0). 


r 


\nT(jr)dr = J lnF(x)dr — 


lnT (: r)cir ， 
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• 欧拉积分：第七章:::含参量的积分 


有 F\a) = \nT(a + 1) — lnT(a) 

两端积分有 

F(a) = a{\na — 1) +C, 

其中 C ： 为某常数，令 a+fO 有 


r(g + l) 
r(a) 


于是 


In v/G ，（ 3868 结论 ）. 
laT(x)dr = a(ln^ — 1) + In VZn. 


\na 


【 3870】 I \nr(x)s\nnJ(Lr. 


解设 


1一/， 


1 n_T( *r) si ntr dr 


\nl\ 1 — Osin7r/d/ 


laT( 1 — x)sin7txdo'. 


相加有 2 1 nT( si n7rxdr 

o 


I In [ 厂 (*r) 厂 (1 — j')]sin7u.rdr 
Jo 

I ln (- r ^ — ) sin 7 TJ'cLr 
J o V sinnx / 


=lmr • sin 丌 *rdr — sin 7 r.rlnsin 7 r.rdr. 

Jo Jo 


毳 

由于 sirmcLr 


COS7TX 


sin7r^rlnsin7T^cLr 


1 卜 

— si 

7T J 0 

2 f n . 

Sil 

丌 J 0 


sin/lnsin/d/ 


sin — cos 


ln2 + Insin +-^~ln( 1 一 sin 2 ] 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


—[u\ ln2 + lnw -f -^-ln( l — ir) du 
7T J 0 L ^ - 

含 [{« 2 ln 2 + »- + ): 


—jJ ln(l — w )d(l — u 1 

I [>- 141 ； 


\ntdt 


= —ln2 -- + —(/In/ — /) = — ln2 —— ^ 

丌 丌丌 0 丌 7T 

于是有 \nr(x)s\nn.rdi' = — • —ln7r —\ [ — \u2 —— ) 

J 0 L 7C 4 V 7T 丌 / 

= i( 1+ln f )• 

【 3871 】 l lnr(x)cos2 ； ma*dr (n 为自然数 ) • 


解设 


:: r = 1 — 

1 n 厂 （j ) cos2 w 7r J，dr 


零 

In 厂 （ 1 一 /)cos2n7r/d/ 

o 

J \nT( 1 — j )cos2"7U，cir 


等式两端同加 lnF (: r ) cos 27 nu ： Ar 有 

0 


2 laT( j. ) cos2r?7rxdr 


ln[r(^)r( 1 — :r)]cos2”7udr 

0 


(ln7 ： — 1 n s i mzx ) cos2 // tij: dr 


… ■ 


cos2;Z7rxlnsin7rxda^ 


丄 f 

TZJi 


cos2?//lnsin/d/ 


9 ^-sin2; tf lnsin/ ^ 

Z ； 77T o ^/Z7UJ 0 Sill/ 


sin/ 
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. 欧拉积分 


第七章含参量的积分 


1「” 
2nnJ o 

丄 「r 

4 ”丌 LJ o 


sin27z/ cos/ 


sin/ 

sin(2;z + 1)/ . , 「 x sin(2" — 


sin/ 


rr 

+ 

Jo 


sin/ 


麵 


4 r 27 T 


Trt ， 


(7T + TT) 


(2291 的结论) 


于是 In 厂 (* r ) cos 2 w 7 r.rclr = 

J«> \n 

证明等式 （3872 〜 3875). 

【3872】 f — 

J ° yi-y J ° vT^ 


作变量代换 


.2^ ! (1 - .r M/ )^ l dr 


) ,(] L 士 O ) 


)r(q) 




n(A 


p 〉 0 ， g 〉 0 ， "7 


F 是 


r 2 cb 


= i 厂 ( I ) 厂(音)厂⑷厂 (+) 

42 厂 ( WWW ) 

1 1 MM 1 I . 

— 42 ’ M ) r ( l ) " 4 ' 

【则广〃心..「#心=$. 
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士 


米多维奇数学分析习题全解(五) 


证 令/ = /， 


于是 

r，e ’dr 
Jo 

从而 

e—i dr • 

. 0 • 


e ’ d / 


士厂 (¥) 


"7 > 0，” > 0, 


4 ~ .in 8 72 


【3874】 


11 r roo 


?dr = ( 士广 (2tt) 十 • 


证 由 3873 证明过程的一个结论有 


n [ 


dr 




in — 
n—\ 


令 


有 


FT- 


Ur(f)=Ur(^) 

n-(fM^)=ri- 


sin 哑 


7 11如 


nm 


由于 


其中 


，令 


1，取极限有 


ft—\ 


r/ = n 1-cos^-Ksin^ 

n n 


2-»risi 


sin 


nm 


丁是有 


W7T 

n 


从而有 


心 = (士) " £ 


(士广 ㈤ 钇 


【3875 】 lim — e ?dr = 


. 欧拉积分 


第七章含参量的积分 


证 


•作 

0 


e—^dr 


P 丄 r 卜 1 e -' d / =丄厂(丄）， 

Jo 72 71 \ 71 / 


由3841知厂 ( x ) 在 * r > 0上是连续函数.于是 

lim e -’ dr = lim 丄厂(丄）= limr ( l + 丄) 

，， • 十 乂 J 0 it 争 七 x 71 \ Tl / \ Tl / 


厂⑴ 


利用等式 


r( 



1 e - a d / ( x >0). 求积分 (3876 


3877). 


【3876】 

Jo 


cosor 


cLr (0 < /w < 1). 


解 


COSOJ- 


i r ^ 00 

dr = cosarcLr ^'e d / 


n 


Lpc 

m)) o 


cosordr 


(交换积分顺序是合理的) 


r(w)L l ’’r' a 2 +t 2dt 


1 •号 

=(“ta 

U ,n ~ ] f "? 

= ~ : tarr 

I ( w)J 0 


n«) 


a 2 seer u 


a sec 


2 wd “ 


na 1 


2r( m ) cos 


rrm 


>0,(3857 结论）, 


交换积分顺序的合理性证明如下.令 

/(• r ，/)= cosar • t m l e ,T ，0 < w < 1， a 〉0, 

对任何 A >0,我们有 

CA f+oc r\ r^o 

cLr I I d /< dr t , rr ~ l e ^ 

Jo Jo Jo Jo 


厂 o 
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于是对 


但 


A drp /(U)df 可交换积分顺序，有 

0 Jo 

J cLrJ f(x^t)dt = J d/J /(*r ， Z)dr ， 

d/ 「、 /(_r，，)dr = f 

) J 0 J ( 

: Df 


① 


d/ 


e 


—XI 


cosordr 


(asinoA — /cosoA) 


a 2 + 1 2 


“ 2 +Z 2 」 


d/, ② 


又 


as'maA — tcosaA 


< 


+ t 


a 2 + r 2 


a 2 + l 2 

其中 M 是某常数，于是有 

e v (asinaA — tcosaA ) 


< M,t 6 (0, +oo) 


r~ 


a 2 +t 2 


dt 


lim 「_ 


dt = ^ SJ y ^ e ~ ydy 


M • r(m) 


A 


v (asinaA — /cosaA) 

^ T 7 2 


d/ = 0. 


乂注意到积分 • 



d/ 收敛，在②式两端令 A 


取 


极限有 lim 


但 


dt 


/(Xf/)dr 


9 

t 2 


dt 


•+CO 

Jo 

r 

r 叫 


r~ 


dt. 



dt e 7, cosardi 


/(jr ，，） dr. 


于是，在①式两端令取极限（因为右端极限存在，故左端 
极限也存在）有 


r+oc r+oo 

cLrJ /(x,/)d/ = j d/| f(x 9 t)dz\ 


【3877】 


解 


dr 


(0<m<2). 


& = nbir sinardr 


dt 
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. 欧拉积分 


第七章含参量的积懸 


rt )\ T ^' dt \7 


( 交换积分是合理的） 


忐 r 


r 

"UOJo 


2 厂 （ w) cos 


- rr - rd / = -^— t \ 
a - +1 2 r ( rn)J i 

— = na m 1 

-7T 2F(/w)sin 


tan ,w_, wdw 


，“ >0. 


下面说明交换积分顺序的合理性，与 3876 题证明类似，只要注意 

I sinar |<or ， cz 〉 0 ， j* 〉 0 ， 

于是当 0 < m < 2 时，对任意的 A > 0 ,有 


| drj | sin^i* • e 


Id / 


< i>r 


art 


aT ( m ) 


dr 


<+ 


【 3878 】证明欧拉公式 : 


(1) 


( 2 ) 


r 


cos(A/sina)d/ 


sin(A/sina)d/ 


rCr) 


cosar 


A 


A>0,a->0,-^<a< 


由于当 0</<+oo 时 
I /^e 〜⑽ cos(A/sina) 


令 A/ cosa 


有 


r 


z 广 1 e 


(Acosa) 

r ( x ) 

(Acosa) 


l _ p 

)Sa)’J o 


dw 


<+ oo # 


于是积分 

i 


广 1 


cos(A^sina)d/ 收敛 • 同理 


sin(A/sina)df. 


533 




吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


也收敛 . 设 A > 0 固定 ， x > 0 ,令 


1(a) 


e 


cos(A/sina)d/^ — < a < ^ 


r - H « 

I\(a) = rV 
Jo 


sin(A/sina)d/f — < a < ^ 


我们有 


cl 


— [r^'e ^ lw cos(A + sina)] 

=Xt l e ^ a ^[sinacos(A/sina) — cosasin(A/ +sina)]. 


于是当号一 e 时，恒有 

I r f e A/COH, [sinacos(A/sina) — cosasin(A/sina)] | 


< 2/ 1 e 


又 


r 

0 


e 


A / s , nr d/ 


r(x + 1 ) 

(Asins )^ 1 


<+ 


于是积分 L 是 [ 广 1 e ⑽ 。 cos(A/sina)]d /， 

在一吾吾一 e 上一致收敛，从而可在积分号下求导数， 


当一吾 + 吾一 e 时有 


l \ a ) 


广 2 「 

• o * 5 a 

1 

Xt 
Jo 


e ^^cosCA/sina) jd/ 


e 一 [sinacos(A/sina) — cosasin(A/ sina)]d/ 


"e 


A/co^a 


e^^sinCA/sina) 


d[sin(A/sina)] + J r r sin(A/sina)d[e 

-J: 、 in(A/sina)d[ ， e - 々叫 


+ t r e ^ iX>so sin(A/sina) 


-ii 


e-^d^sintA/sina)] 




e 


sin(A/siito)d/ 


•-f<X5 

+ M l 

Jo 


e 


—Ar cu ^ 


cosffsin(A/sina)d/ 
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. 欧拉积分 



含参量的积分 


r 


-1 e -^sin(A/sirto)d/ - /U r e"^simcx)s(/Usina)d/ 

0 


-2 x \ 




vSin(A/sina)d/ 


— I A/' e ^^[sinacosCA/sina) — cosasin(A/sina)]d/ 


-2 J */ 1 ( a )-/ / ( a ). 


于是 


I \ a ) 


—一 ~ ■ ■ ■ 


rl i (a) ♦ — + e ^ a ^ y 


① 


\ Ue >0 的任意性有，①式对一切一吾< a < 1皆成立.同 


理有 


’i(a) = x/(a)» —<Ca<l-y 


② 


由①和②式有 

r(a)+x 2 /(a) =0, <a<4 


解之有 1(a) = Ci cosar + C\ sinar • 


_ jr 


、二 < 7 ， 


③ 


其中 G ，(;2 是两个常数，在③式中令《 = 0有 


1 ( 0 ) 


扣 Vpd / 

0 


r ( x ) 

A ， 


乂在①式中令 a = 0有 

/’ （ 0) =-a*/,( 


a /,(0). 


④ 


由③式有 


广⑻= r ( Q ) 


( — Cj xsi nar + (’i xcosau') 


又显然 /,(0) 

/(a) 


= C 2 j .， 

0,于是由④式有 c 2 


厂⑴ 


cosar 


_7 T 


0 .从而 


<a< 


J\ (a) = ^ 广 (a) 


ru ) 

A r 


7T / / 

r ’一 T <«< 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


【 3879 】 求曲线，=(“ >0，，/为自 然数) •的 

弧长 

解所求弧长为 



I 


/ drV ^=9^|" 


* A(p 


]dcp = 2m cos- 1 lHfAcf. 


tdt = (如士 J • (3856 的结论) 


【 3880 】 求曲线 ；a | w +| ：y I ” =“ w (n>0.a>0). 所界 

定的面积 

解所求面积为 


A = .r") 士 dr = 

= 丄，丄 + 1) = 

n ' // n 




谷 5. 傅里叶的积分公式 

1. 用傅里叶积分表示函数 若（1>闲数 /(. r ) 在 一 ^、<.r 
<4 〜上有定义：（2)在每一个有穷区间该函数与其导数 /(. r ) 
均是分段连 续的； （3) 在区间(一⑺，+沈）绝对可积分，则该函数 
在其所有连续点 L •.可以表不为傅里叶积分形式. 

售 

/(.r) = [“ （ A)coslr +/;(A)sialr ； (U. ① 

• 0 

其中 aU) = 丄「 /(0 cosA $ de ， 

丌 J … 

MA) = 丄 [― /(6)sin^de 

7 T 
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_5. 傅里叶的积分公式 I 第七章含参量的积分 

在函数 /(a ) 的不连续点上，公式①的左边应当用 + [/(*r + 


0) +/(•!• — 0)] 取代 • 

对于偶函数/( X )，对不连续点加上同样的注释•公式①给 



同样，对于奇函数 /O ) 得出： 

/(j.) = WA)siaUcU ③ 

0 

其中 MA ) = -f /($) sinAed ^ 

7T J 0 

2. 在区间 （0. +oc) 用傅里叶积分表示函数 在 K 间（0, 

+ ~)给定的函数 /(•!•) 在每一个有穷区间(“,/，） c ： (0.+ OO ) 与 
其导数/( I )均分段连续•在 (0. + OC ) 区间绝对 可积分 ，闽此在 
指定区间可以江•意选用公式 ② (偶性 延拓〉 或者公式③ （ 奇性延 


拓）来表示函数 /(« r ). 

用傅里叶积分表示以下函数 （3881 〜 3894). 

, • , 若 I «r I 1; 

【3881】 fix ) 


0 . 


若 I J l > 1. 


解由于闲数 f ( x ) 在 .r # 1有定义•且/(了）和 / U ) 在任 
何有穷 K 间上皆分段连续•特别地 /(. r ) 在(一 十⑺）内绝对 


可积 


| /( j ) | dr <+%• 

于是"I将 /(.r) 表示傅里叶积分形式（以下各题苔不加说明•皆满 
足傅里叶积分展开式成立的条件）•又 /G ) 为偶函数•于是 *(A) 

= 0•且 “(A) = -「 /($)cosA^d^ = — fcosA^= 

7T J 0 丌 J 0 KA 

从而•当 \ r\^l 时， （U •丨关1为 /( 了）的连续点）有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 




f(x) 


2 '* 
7T J 0 


sinA 


cosAdA 


1时为不连续点，又 


(1-0) +A1-0) 


.(- 1 , 0 ) + /.(- 1 - 0 ) 


于是 


2 f ^ 

丌 J 0 


sinA 


cosAcU 


sgrir 


解 


_ - [ sgru. • 若 Lr I < 1; 

【 3882 】 /Cr )= 衫 

lO , 若 U |>1. 

由于 /(』•） 为夺函数，故 u ( A ) =0,且 


/’(A) = — f /(f)sinA^d^ = — f sinA^d^ 

丌 Jo ‘ 7T Jo 


2(1— cosA) 


7tA 


从而，当 0<| *r I 关 1 时为连续点有 


fix)= - 

7T J 0 


2 r” 1 


r^sialrdA 


0 时，虽不为连续点，但由 


(0 + 0 )- /( 0 - 0 ) 


0，/(0) 


且右端积分显然为零，于是上式仍成立.当丨 t | = 1时为不连续 


点，由 


.(-1+0) + 厂（一 1-0) 


(1+0) + A1-0) 


于是 


ir 4 ^ I 

丌 J 0 


— cosA 


sgrtrcU 


sgor. 


【 3883 】 fix) = sgn( — a) — sgn(x — b) (/，〉“） 


解 “(A) = 丄[ /(f)cosA^df = 丄 2cosA^dc 

7T J — ^ TZ J a 
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• 傅里叶的积分公式 第七章含参量的积分 


— 2(sin&l — sing\) 

6(A) = 丄 [ /( 芒 ) sinA^df = 丄 [ 2sinA^d$ 

TCJ-co 7TJ a 

— 2(cosaA — cos/A ) 

7lA • 

于是 /(jt) = [ [^(A)cosA +6(A)sirxlr]dA 

Jo 

= _2_ f' ' sinA(>r — a) — sinA(x — 

7T Jo A ’ 

当 a * = “ 或 /; 时， /( x ) = 1 ，而 

f(a+0) + f (a-0 ), 


(6 + 0) + /X6-0) 


于是上式对不连续点 a ， 6 也成立 . 


—4 ^)， 若 I T 


【3884】 / ⑴ 


若 I a* l> “• 


解由于 /(T) 为偶闲数，故 


u(X) = /(f)cosA^d^ = (1 一 f)cosA$d$ 


2/i (1 — cosaA ) 


tzoX' 


于是 


fU) 


I 

nuJ o 


— c j^ cosXr dA • — oo < j- <+ oo, 


/(x) 处处连续 . 于是不再讨论点 i = 土心以下各题类似 . 


【3885】 fU ) 


a 2 + x 2 


( a >0). 


解由于 fU) 为连续的偶函数，且 




dr 

a 2 + x 2 


— arctan — 
a a 


晃 <+CXD 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


收敛.于是 


a(X) 




2_ f ' ' cosAax 

27 rJo 1 + X 2 


A7T 


“ 2 +f 


• 吾 e~° lAl (3825 的结论) 


从而 


/⑴ 


aL 


即 


“ 2 + x 2 


Ip 

a J o 


【 3886 】 fU) 


+ x 2 


cosA^dA ， 


cosA^r dA • — co < j- <+ 


(a >0). 


解 / Cr ) 是连续的奇函数，于是 

= Ip isinA^ 

7T Jo a 2 - 


bU ) 






2 - 
7T J « 


1 


cLr 


丌 


(3826 的结论) 


但我们不能根据傅里叶积分的理论来断定展开式 


a 2 +x 2 


S , 


成立，这是因为函数 / Cr ) 


sialrdA ， — co < a - <4 - 


不是绝对可积的 


x 2 + a 2 


- u 2 +x 2 


dr = 2 


I ； 


① 


a 2 + x 2 


dr = \n(a^ + x 1 ) 


但我们可以直接验证展开式①是成立的，事实上有 


sinArcU 


(— asialr — xcosXz ) 


< x <+ oo . 


a 2 + P ， 
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• 傅里叶的积分公式 第七章含参量的积分 


[38871 如=|:， 

I 。， 若 I :r |> 丌 • 

解 /(•!•) 为连续的奇函数，于是 

b ( X ) = — /(^) sinA ^ d ^ = — [ sin ^ sinA ^ d ^ 

7T J 0 7T JO 


2 sinA 7 r 
7 r(l — A 2 ) - 


从而 


= iir 轉 sirardA ， 


<x<+ 


cosx ， 若 I I l < 寻； 


【3888】 fix ) 


若丨， I 〉告 • 


解 f ( x ) 为连续的偶函数，有 


a(X) = — /(^)cos^d^ = — f cosccosAcdc 

7T JO 7T JO 


2 cos 


A 7 T 


7 r ( 1 一 ）’ 


I. cos 


Ajr 


于是 


/(,)= _2 cojarcU ^ e(-oo 

7rJo 1 — A 


Asirv/V , 若丨 / 


【3889】 /(/) 


2 抓 
—一 _■ • 


Itvx 


若 丨/|>^(〃 为自然数〉 


/(/) 为连续的奇函数，有 


/KA) = — [ /(^)sinAcdc — — sinu^sinA^df 

tcjo n J o 



2 Ait，sin 


丌 （ A 2 ——！</)• 


于是 


/ ⑴ 


2Aiv 


•_ 2 miX 
sin 

zv 

A 2 —ur 


sinA / dA ,/ 6 (—°°，+°°). 


【3890】 fix ) = e _。， ( a >0). 

解 j \ x ) 为连续的偶函数，且绝对可积 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


e a 7 dn <+ oo ， 


于是 ^A)=|| ； /C6)co^=1 


0 


e~°^ cosA 冬 d 冬 


2a 


从而 


/ ⑴ 


7 t ( A ' + a 2 )' 

u _ 2af' cosXx 


e 


7r Jo A 2 +a 2 
【 3891 】 f(x) = e~~° 1 cos/3r (a > 0). 
解 fU) 为连续的偶函数，且 


odA» X 6 (―°°，+°°). 


e 


cos/2r I dr ^ J e a * dr <+ 


知其绝对可积，于是 


u(X) = — I /(^)cosAfdc = — \ e ^cos/^cosA^df 
7T Jo 7T j 0 

= 丄 [ [cos(A + i3)c + cos(A —/?)^le 
TC J 0 


丄 _ 

7T - 


a 


(A+/?) 2 +a 2 ( 了一 月 ) 2 + a 2 」， 


从而 


e a J cos/2?' 


tlo [ 


(A+0) ~f- a 1 (A — /?)~ 4 a l - 

6 (— 

【 3892 】 fix) = e- flU sin/2r (a > 0). 

解 fU) 为连续的奇函数，且 


cos 九 rcU ， 


) 


e 


o *r 


I sinfl?* 


dr ^ J dr<+oo. 


于是 b(\) = — I /(^)sinAcdc = ~[ e 气 sin/?sinAfdf 

7T Jo 7T J 0 

= 士 | 、 fcos(A — y3)^ — cos(A +/?)^]e 

=ir — - 

TT L(A — 5) 


fiy +a 2 (A +/?) 2 a" - 
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• 傅里叶的积分公式 第七章含参量的积分 



从而 


7t[(A — p) 2 +a 2 ][(A +/?)' +a 2 ] - 

_AsinyU_ h 

• . _ tc Jo [(A-^) 2 +a 2 ][(A+/3) 2 +a 2 ] dA， 


a-e ( 


【 3893 】 fU) = e J . 

解 /Cr) 为连续的偶函数，且 

I e dj： = s/n <+oo t 

T 是 u(X) = — /(^)cosA$dc = — \ e r cosA^df 

7T J 0 丌 Jo 


Ae 」 


(3809 的结论) 




从而 


/ = 丄 


cosl? (U ， .r 6 ( 


[3894] fix) = .re- J '. 

解 /(^)为连续的奇函数•且 


I .re-' I dr 


xe ， cb <+co. 


于是 6( A ) = —\ = — \ fe r sinA^dc 

丌 Jo _ 丌 Jo 


丄 sinAcd( 1 — e r ) 

7T (• 

—e r sinA^ + — 

7T I 0 7T ( 

-[ cosA^de = ^ 

7T J 0 7T 


e r cosAcdc 


(3809 的结论) 




543 




吉米多维奇数学分析习题全解(五） 


从而 



2^ 




sialrdA,x G (—叫+°°). 


【3895】用傅里叶积分表示函数 

f ( x ) = e~ J (0< x <+ oo ). 

(1) 用偶性 延拓； （2) 用奇性延拓. 

解 fix ) = e J 在[0, + oo ] 上连续，且 

1 < 00， 


(1) 若偶延拓，则 


“（ A ) 



/(c)cosA$d^ = 



e — kosA 祕 



_ 2 
— 7t(1+A 2 ) - 

于是 一吾 rf ?^ e(o ， +oo) . 

因按偶延拓的函数在点 * r = 0 处连续，于是上式当了 = 0时也 
成立. 从而1：式成立的范围是 I 6 [0，+ c «). 

(2) 若用奇延拓，有 

b(<X) = /(f^sinAfdf = — [ e ^siiiA^df 

7T J 0 丌 JO 


— 2 A 
ir ( l +； l 2 )， 


于是 f (0, + co ). 

但工 = 0 时•上式不成立，事实上，在 *r = 0 处，右端为 1, 右端为 0. 
对于函数 / Cr ), 求出傅里叶变换 

1 

若： （3896 〜 3900). 

【3896】 / Cr ) = (a > 0). 
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. 傅里叶的积分公式 



含参量的积分 


解 F(x) 



e a{, e ^dt 


-tr (c 

e'-^co 

-- 

Vf * o ^?- 


(cosx — i sin.r )d/ 


costa dt 


v?r 


e ^ costr dt 


【 3897 】 f(j：) = xe 


o 


(a>0) 


解 FU) 


/e a (cos^r — 

——i • \ te a sin/J d/. 
K J 0 


)d/ 


/e ^ sin£xd/ 


— e ^/ sin/.r 
a o 


丄 r 

Q J 0 


e ^sin/Lrd/ + 


alo € 

： I ： - 


e ^ ( sin/Lr + /Lr costr) dt 


cosLrdt 


一 ( 9 X y ■>, — 今 e -flf cos/Lr 
a(cr +) cr 




0 ^( cos/r — ^ sin/.? )d/ 


a ( a ? f x 2 ) 


工 

Q J 0 


e ^ cos/J d/ 


cT 、 o 


/e ^sin/Lrd/ 


_ x _._ 2 j ;_ r 

a ( a 2 +?)' V ( a 2 + > r 2 ) -7 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


于是 


1 + 


^)l = 2jc 
a 2 ) 1 ~ aU+J 2 ) 9 

2gr 

(a 2 +W 


从而 


F(jc) 




ar 

(a 2 +x 2 ) 2 


【 3898 】 fix) 
解 Fix)= - 



r^e^dt 


丄 r 

n/27T' ^ 


r^( 


cos^r — is\nLv)dt 


e 2 cos/Lrd/ 





(3809 的结论) 


e 2 • 


【 3899 】 f(jr) 


， =e 2 cosor. 

e' $cosa/e ， d/ 

1 f ^ £ , 

—zz^ e 2 cosa/ (cosAr 

- 


解 F(j) 


)d/ 


V^f 'e^ 

irX e " 
士 「 r > 


cosa/ cos/.r d/ 


e - Lcos(a + x)t 4 - cos(a — .r)/]d/ 


e 1 cos (a + x)tdi 


e_ 2 cos(a 一： r)/d/ 


i 厂丄 

v/^ - 2 
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. 傅里叶的积分公式 


第七章含参量的积分 


char 


【3900】求函数和 中 ( j .) •若 

1 

( 1 ) (p(y)co^xydy = —- ~ j ; 


(2) 0(jy)siaz;vd^ 


(.r>0). 


解 （1) 令 /(. r ) =7^， 

则 /G ) 在 [0, + oo ) 匕连续且绝对可枳，于是按偶函数延拓有 
fix) = J <p(y)cosxydy ^ x ^ 0. 

其中 (p(y) = — /(A)cosA^cU = — cosA^ ^ 

7TJ0 7T * o I ~r A 


(3825 的结论) 


e • 


因此•喊数 


(p(y) = e > 0, 

满足如下等式 


•. 

(f(y)cosjydy.^ ^ 0 f 

n 


注 a < o 时•上式也成立，因为 


厂十 、 1 — = [ <p(y)cos(—x)ydy 



cp(y) co^r 


(2) 设《⑴= e ' ‘ r >0， 

则 # Lr ) 在 (()•+〜） t 连续 ft 绝对可积•于是按奇函数延拓有 




(p(y)^\n.rydy 


>0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(五) 


其中 



(* g(A)sinAvcU 


故函数 ip ( y ) = — • j ， ，)，>()• 

n 1 + v 

满足如下等式 



(p(y)s\iuydy,x > 0. 
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